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本 书 研究 如 何 将 线性 科学 中 适用 的 强 有 力 的 基本 方法 发 展 推广 到 非 线 
性 科学 . 书 中 全 面 系统 论述 作者 及 其 课题 组 近 几 年 建立 的 新 研究 方法 ,如 多 
线性 分 离 变 量 法 、 泛 函 分 离 变量 法 和 导数 相关 泛 函 分 离 变量 法 、 形变 映射 法 、 
方程 推导 的 非 平均 法 等 . 本 书 还 系统 介绍 了 在 非 线性 数学 物理 严格 解 研究 方 
面 的 一 些 其 他 重要 方法 及 其 最 新 发 展 ， 如 有 限 和 无 限 区 域 的 反 散 射 方法 、 形 
式 分 离 变 量 法 、 奇 性 分 析 法 、 对 称 性 约 化 方法 、 达 布 变 换 方 法 和 广 田 直 接 法 
等 等 . 书 中 利用 这 些 方法 , 对 非 线 性 系统 中 的 各 种 局 域 激发 模式 及 其 相互 作 
用 作 了 详尽 的 描述 . 

本 书 可 作为 高 等 院 校 物理 系 和 数学 系 等 理工 科 高 年 级 本 科 生 选修 课 教 
材 和 研究 生 专 业 基 础 课 教材 也 可 供 物理 、 数 学 、 力 学 、 计 算 机 、 大 气 和 海 
洋 科学 等 非 线 性 科学 领域 的 研究 人 员 人 参考 . 
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在 线性 理论 日 至 完善 的 今天 , 非 线性 科学 已 经 莲 勃 发 展 于 各 个 研究 领域 而 成 为 
研究 焦点 . 因此 在 研究 过 程 中 将 无 法 避免 地 碰 到 各 种 各 样 的 非 线 性 方程 , 而 对 于 这 
些 非 线性 方程 的 求解 无 疑 成 为 非 线 性 科学 研究 的 关键 所 在 , 也 是 非 线 性 研究 的 难点 
所 在 . 不 同 于 线性 方程 , 由 于 线性 全 加 原理 的 失效 , 还 没有 办 法 给 出 本 质 上 非 线 性 的 
非 线 性 系统 的 一 般 解 . 虽然 一 类 特 解 能 用 一 种 或 几 种 方法 得 到 , 但 一 种 方法 通常 不 
能 得 到 各 种 类 型 的 特 解 . 因此 , 求解 非 线 性 系统 没有 统一 的 方法 , 目前 仍 处 于 八仙 
过 海 , 各 显 神通 的 阶段 . 

通过 众多 科学 家 的 努力 人 们 已 经 建立 和 发 展 了 不 少 求解 非 线 性 系统 的 有 效 
方法 , 特别 是 针对 其 中 一 些 被 归 为 可 积 的 非 线 性 系统 ， 常 用 的 方法 有 有 反 散 射 变换 
(inverse scattering transformation) 方法 、 达 布 变换 (Darboux transformation) 方法 、 
双 线 性 方法 和 多 线性 方法 (bilinear method and multilinear method)、 经 典 和 非 经 
典 李 群 法 (classical and non-classical Lie group approaches), CK 直接 法 (Clarkson- 
Kruskal's direct method), 形变 映射 法 (deformation mapping method), Painlevé 截断 
展开 (truncated Painlevé expansion) 方法 、 混 合 指数 法 (mixing exponential method), 
函数 展开 法 (function expansion method)、 几 何方 法 (geometrical method) 和 穿 衣服 
方法 (dressing method) 等 等 . 

目前 有 不 少 专 门 介绍 某 一 种 研究 方法 的 专著 , 但 是 还 没有 能 较 完 全 系统 地 介绍 
非 线性 系统 的 各 种 研究 方法 的 书籍 , 当然 要 在 一 本 书 中 详细 介绍 所 有 的 研究 方法 也 
是 不 可 能 的 . 本 书 的 撰写 主要 是 从 将 通常 的 线性 的 《数学 物理 方程 》 的 书 做 相应 的 
非 线性 推广 这 一 角度 来 设计 的 . 因此 本 书 主要 分 成 两 大 板块 进行 论述 : 第 一 大 板块 
研究 如 何 从 一 个 基本 的 原理 性 方程 出 发 来 推导 相对 简单 的 可 积 非 线 性 数学 物理 方 
程 . 这 一 部 分 对 于 研究 实际 物理 系统 的 学 者 尤为 重要 . 第 二 板 快 是 本 书 的 主体 , BT 
究 如 何 将 线性 数学 物理 方程 的 三 种 基本 研究 方法 : 行 波 法 、 分离 变量 法 和 全 里 叶 变 
换 法 推广 成 非 线性 行 波 法 , 非 线性 分 离 变量 法 和 非 线性 傅 里 叶 变换 法 . 本 书 的 最 后 
简要 介绍 非 线性 方程 的 其 他 一 些 研究 方法 , 如 Painlevé 分 析 法 , Darboux 变换 法 , 广 
田 直 接 法 和 对 称 约 化 法 等 等 . 希望 读者 能 通过 本 书 的 学 习 , 掌握 多 种 求解 非 线性 方 
程 的 方法 以 适用 于 今后 的 非 线 性 研究 . 

全 书 共 分 八 章 . 第 一 章 是 绪论 , 主要 介绍 一 些 非 线性 科学 领域 , 特别 是 可 积 系 统 
的 发 展 历 程 及 当前 各 种 研究 方法 的 发 展 动态 . 


第 二 章 介 绍 如 何 从 一 个 基本 模型 出 发 推导 得 到 各 类 低 维 著 名 的 非 线 性 数学 物 
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理 方程 . 在 此 , 采用 多 重 尺度 展开 方法 , 从 大 气 物 理 中 的 单 层 正 压 位 涡 方 程 (考虑 地 
球 自转 后 的 流体 体系 的 基本 运动 方程 ) 出 发 推导 出 变 系 数 KdV 型 、MKdV 型 和 非 
ZRTEBEXE T9797] i; 从 双 层 模型 出 发 推导 耦合 KdV 方程 . 

第 三 章 介 绍 非 线性 方程 的 行 波 法 . 先 简单 回顾 线性 波动 方程 的 行 波 法 , 然后 把 
该 方法 推广 到 非 线 性 系统 , 得 到 KdV、MKdV、KP 和 非 线 性 Klein. Gordon 方程 的 
一 般 行 波 解 以 及 非 线 性 醉 定 记 方 程 的 一 般 包 络 行 波 解 . 对 于 较 低 阶 的 自治 模型 , 其 
一 般 的 行 波 解 通常 可 以 用 直接 积分 表示 出 来 , 但 对 于 较 高 阶 的 模型 , 一 般 的 行 波 解 
并 不 能 得 到 , 而 只 能 得 到 一 些 特殊 的 行 波 解 . 如 何 得 到 一 些 特殊 的 显 式 的 行 波 解 有 
不 少 简单 方法 , 这 里 主要 介绍 两 种 方法 . 一 种 是 一 般 的 函数 展开 法 , 90979. 展开 法 ， 
并 以 KdV- MKdV 方程 为 例 . 但 是 该 方法 并 不 适用 于 类 似 多 sine-Gordon 系统 的 非 
多 项 式 ( 场 量 及 其 导数 的 多 项 式 ) 非 线 性 系统 , 为 此 我 们 提出 了 一 种 行 波形 变 映 射 
法 并 以 sG, XX sG 和 AP 模型 为 例 加 以 实现 说 明 . . 

第 四 章 比 较 系统 地 介绍 多 线性 分 离 变 量 法 , 其 主要 内 容 分 为 三 部 分 . 第 一 部 分 
主要 介绍 多 线性 分 离 变 量 法 . 先 概 括 性 地 论述 多 线性 分 离 变 量 法 求解 非 线 性 系统 
的 一 般 步 又 , 然后 以 2+1 维 DS 和 BLMP 可 积 系统 、 不 可 积 KdV 系统 和 34-1 维 
Burgers 系统 为 例 具体 求解 得 到 多 线性 分 离 变量 解 . 同时 简单 罗列 了 其 他 具有 多 线 
性 分 离 变量 解 的 非 线性 系统 . 第 二 部 分 内 容 是 将 上 一 部 分 中 的 基本 多 线性 分 离 变量 
法 做 二 类 一 般 推广 , 并 分 别 求解 修正 的 NNV 系统 、sG 系统 和 长 波 色散 方程 _BKK 
系统 、 高 阶 BKK 系统 和 高 维 势 Burgers 系统 . 在 多 线性 分 离 变量 解 和 一 般 多 线性 
分 离 变量 解 的 基础 上 , 第 三 部 分 集中 给 出 各 类 非 线 性 激发 模式 , 如 多 瞬 子 解 、 多 环 
孤子 解 、 多 solitof 解 、 多 dromion 解 、dromion 格 点 解 、 多 呼吸 子 解 、 多 lump f 
和 鬼 孤 子 (或 隐形 孤子 ) 解 、 多 peakon 解 、 多 compacton fs. iR MEZ JI T-fR, iE DE 
dromion f£, iE E lump 解 、 折 全 孤立 波 和 折合 子 等 等 , 并 研究 各 种 激发 模式 的 相互 
作用 行为 . 

第 五 章 是 关于 泛 函 分 离 变量 法 和 导数 相关 谤 函 分 离 变 量 法 ， 先 论述 一 般 条 件 
对 称 (GCS)、 泛 函 分 离 变量 解 (FSS) 和 导数 相关 泛 函 分 离 变量 解 (DDFSS) 的 基本 
理论 . 然后 讲述 证 函 分 离 变量 法 的 一 般 求 解 过 程 并 计算 得 到 具有 FSS 的 1+1 维和 
2+1 维 一 般 非 线性 扩散 方程 和 一 般 非 线性 波动 方程 的 严格 解 . 最 后 阐述 导数 相关 
泛 函 分 离 变量 法 的 一 般 求解 过 程 并 依次 解决 三 类 方程 : 一 般 非 线性 扩散 方程 , 一 般 
KdV 方程 和 一 般 非 线性 波动 方程 的 DDFSS 问题 ; 完成 上 述 一 般 方程 的 DDFSS 可 
解 归 类 , 给 出 所 得 分 类 方程 的 DDFSS 严格 解 , 并 给 出 解 对 应 的 对 称 群 解释 . 

六 章 介 绍 形式 分 离 变 量 法 .形式 分 离 变 量 法 实际 上 最 早 是 由 曹 策 问 教授 提 
出 并 建立 的 非 线 性 化 方法 , 之 后 程 艺 教 授 和 李 刻 神 教授 将 该 方法 推广 到 高 维系 统 
(2+1 维系 统 ), 并 称 之 为 对 称 性 约束 方法 , 后 来 李 肇 神 教授 和 曾 云 波 教授 又 将 该 方 
法 称 之 为 分 离 变 量 法 . 本 书 作 者 之 一 (BE) 在 将 该 方法 推广 到 不 可 积 系 统 时 称 之 为 


BI A Hi- 


形式 分 离 变量 法 . 因此 本 章 也 分 三 部 分 来 论述 这 种 方法 . 第 一 部 分 介绍 由 曹 策 问 教 
授 建 立 的 非 线性 化 的 基本 思想 方法 . 第 二 部 分 讨论 程 艺 教授 和 李 阐 神 教授 的 对 称 
性 约束 方法 . 第 三 部 分 讨论 如 何 发 展 该 方法 于 一 般 的 非 线 性 方程 (包括 可 积 和 不 可 
积 模型 ) 及 该 方法 在 对 称 性 约 化 中 的 应 用 . 

第 七 章 是 关于 非 线性 传 里 叶 变 换 方法 . 非 线 性 传 里 叶 变 换 方法 又 称 反 散射 方 
法 , 是 线性 系统 的 优 里 叶 变 换 在 非 线 性 系统 中 的 成 功 而 又 较 系统 和 成 熟 的 推广 . 在 
该 方向 , 由 于 国内 外 众多 大 师 的 努力 已 相当 完善 , 因此 这 部 分 内 容 主 要 是 参考 已 有 
的 书籍 和 文献 编译 而 成 . 首先 介绍 线性 系统 的 傅 里 叶 变 换 的 基本 思想 . 然后 以 非 线 
性 醉 定 证 方程 为 例 讲述 非 线 性 健 里 叶 变 换 方法 . 最 后 介绍 非 线 性 傅 里 叶 变 换 法 的 
最 新 国际 研究 进展 : 有 限 区 域内 的 反 散 射 方 法 . 

第 八 章 简单 介绍 非 线 性 方程 的 其 他 研究 方法 . 主要 讲述 广 田 直接 法 、 达 布 变 换 
法 、Painlevé 分 析 法 、 对 称 约 化 法 和 非 行 波形 变 映 射 法 . 这 些 方 法 对 不 同类 型 的 非 
线性 系统 都 有 各 日 非常 成 功 的 应 用 . 我 们 在 这 些 方法 上 都 作 了 一 些 推广 和 改进 , D 
此 在 论述 的 时 候 添加 了 我 们 自己 的 研究 特色 和 成 果 . 

考虑 到 本 书 各 章节 的 内 容 具 有 相对 独立 性 , 因此 定义 、 命题 、 引 理 、 定 理 、 注 等 
都 按 章节 独立 排序 , 仅 对 参考 文献 按 作 者 姓氏 字母 序 统一 排序 . 所 以 读者 可 以 根据 
自身 的 要 求 和 特点 进行 跳跃 式 阅 读 . 

本 书 的 主要 内 容 虽 然 是 著者 所 在 课题 组 的 一 些 研究 成 果 , 但 是 在 写作 时 力求 详 
细 和 全 面 , 希望 本 书 在 面向 科研 工作 者 的 同时 能 成 为 适合 研究 生 和 大 学 高 年 级 学 生 
的 教材 . 
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第 一 章 绪 it 


国际 纯粹 物理 与 应 用 物理 联合 会 (IUPAP) 的 第 18 委员 会 (数学 物理 委员 会 ) 
在 文献 [14] 中 指出 : 数学 物理 跨越 了 物理 学 的 每 一 个 子 领域 . 它 的 目的 是 应 用 现 有 
的 最 有 力 的 数学 技巧 去 表述 和 求解 物理 问题 . 数学 是 理论 物理 的 语言 , 像 其 他 语言 
一 样 , 它 提 供 了 一 种 用 简洁 而 一 致 的 方式 组 织 见 解 和 表达 思想 的 工具 . 清晰 地 使 用 
数学 语言 的 物理 学 家 们 对 于 物理 学 的 现代 表述 作出 了 最 大 的 贡献 . 在 这 长 长 的 名 单 
中 包括 了 诸如 牛顿 、 麦 克 斯 书 、 爱 因 斯 坦 、 醉 定 记 、 海 森 堡 、 外 尔 、 维 格 纳 和 狄 拉 
克 等 人 的 名 字 . 

数学 物理 既是 交叉 学 科 , 也 是 物理 学 的 主流 之 一 . 实验 物理 学 家 在 他 们 的 研究 
中 使 用 工程 和 电子 技术 , 理论 物理 学 家 则 广泛 地 使 用 数学 . 数学 物理 学 家 的 特殊 之 
处 就 在 于 他 们 和 物理 学 家 以 及 数学 家 都 有 交流 与 相互 影响 ， 一 些 人 提出 物理 中 产 
生 的 数学 问题 ; AEA, 主要 是 理论 物理 学 家 , 在 解释 物理 现象 时 求助 于 系统 的 数 
学 方法 , 例如 发 展 和 求解 物理 模型 . 他 们 的 共同 之 处 是 对 于 了 解 物 理学 中 尚未 阐明 
的 令 人 激动 的 系统 和 数学 挑战 的 兴趣 . 其 结果 既 促进 了 物理 学 的 整体 发 展 , 也 对 数 
学 和 新 技术 作出 了 贡献 . 物理 学 不 是 一 个 孤立 的 学 科 , 它 得 益 于 且 丰 富 了 许多 相关 
的 其 他 学 科 领 域 . 

在 非 线 性 科学 中 ， 孤 立 子 理论 在 自然 科学 的 各 个 领域 里 是 非常 重要 的 角 
fali. 30, 57, 61, 92, 113, 23， 扳 子 理论 一 方面 在 量子 场 论 、 粒 子 物理 、 凝 聚 态 物理 、 流 
体 物 理 、 等 离子 体 物理 和 非 线 性 光学 等 等 物理 学 的 各 个 分 支 及 数学 、 生 物 学 、 化 
学 、 通 信 等 各 自然 科学 领域 得 到 了 广 证 的 应 用 0, 92: 113; 另 一 方面 极 大 地 促进 了 一 
些 传 统 数学 理论 的 发 展 29, 从 而 可 积 系统 的 研究 引起 了 物理 学 家 和 数学 家 的 极 大 
兴趣 . 


1.1 孤立 波 和 孤立 子 


历史 上 对 孤立 波 的 最 早报 道 可 以 追 述 到 1834 年 . 那 年 一 次 偶然 的 机 会 , 英国 
科学 家 罗素 (John Scott Russell) 观察 到 了 从 爱丁堡 到 格拉 斯 哥 的 运河 中 浅水 面 上 
形成 的 保持 原 有 形状 和 速度 不 变 、 圆 而 光滑 、 轮 廓 分 明 的 孤立 的 水 波 [2451. 1844 年 
他 给 第 14 届 英 国 科学 促进 协会 的 报告 216] 中 如 此 写 道 : 

I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a 


narrow channel by a pair of horses, when the boat suddenly stopped-not 
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so the mass of the water in the channel which it had put in motion: it 
accumulated round the prow of the vessel in a state of violet agitation, then 
suddenly leaving it behind rolled forward with great velocity, assuming the 
form of a large solitary elevation, a rounded, smooth and well-defined heap 
of water, which continued its course along the channel apparently without 
change of form or diminution of speed. I followed it on horseback, and 
overtook it still rolling on at a rate of some eight or nine miles an hour, 
preserving its original figure some thirty feet long and a foot to a foot and 
a half in height. Its height gradually diminished, and after a chase of one 
or two miles I lost it in the windings of the channel. Such, in the month of 
August 1834, was my first chance interview with that singular and beautiful 
phenomenon which I have called the wave of Translation,... 


但 是 , 真正 引入 “孤立 子 ” 这 一 概念 并 导致 世界 范围 内 对 孤立 子 理论 研究 产生 
热潮 的 是 Kruskal 和 Zabusky 在 1965 年 发 表 的 一 篇 文章 239, 他 们 在 从 连续 统一 体 
的 观点 来 考虑 FPU 问题 的 过 程 中 确切 地 揭示 了 孤立 波 CP) 的 本 质 . 当 两 个 孤立 波 
碰撞 之 后 保持 形状 不 变 , 那么 就 称 这 类 孤立 波 为 孤立 子 (或 简称 孤子 ). 

孤立 波 和 孤立 子 是 非 线 性 系统 中 最 重要 的 基本 激发 (elementary excitation). 基 
本 激发 这 一 概念 的 使 用 来 源 于 大 多 数 多 体系 统 共 有 的 一 个 简单 特性 . 对 于 基本 激发 
的 类 型 大 致 分 为 两 类 : 准 粒子 激发 (quasi-particle excitations) 和 集体 激发 (collective 
excitations)， 某 些 非常 简单 的 例子 可 以 很 好 地 说 明 这 两 种 激发 之 间 的 区 别 ， 例 如 ， 
对 于 一 个 无 相互 作用 粒子 气体 系统 , 可 以 通过 仅 提 高 单个 粒子 的 能 量 来 增加 整个 
系统 的 能 量 , 这 个 过 程 中 对 所 有 其 他 粒子 都 不 产生 任何 影响 . 也 就 是 说 , 整个 系统 
增加 的 能 量 只 是 单个 粒子 增加 的 能 量 的 简单 求 和 , 那么 这 个 过 程 就 被 称 为 粒子 激发 
(particle excitation). 但 是 , 如 果 是 一 个 有 弱 相 互 作 用 粒子 气体 系统 , 那么 整个 系统 
的 能 基 增 加 不 再 是 对 单 粒 子 能 量 增加 值 的 简单 求 和 . 此 时 , 如 果 激 发 过 程 有 足够 长 
的 寿命 使 得 整个 过 程 仍然 可 以 用 粒子 来 描述 , 那么 这 个 过 程 就 属于 准 粒子 激发 . 

集体 激发 的 一 个 简单 例子 就 是 描述 声波 在 固体 中 的 传播 过 程 . 固体 中 的 原子 之 
间 存 在 着 非常 强 的 相互 作用 力 致 使 无 法 用 粒子 的 运动 来 描述 晶体 中 原子 的 运动 . B 
然 入射 声波 只 针对 改变 固体 中 某 个 原子 的 能 量 , 使 得 这 个 原子 在 固体 中 的 位 置 发生 
变化 , 但 是 这 个 原子 能 量 的 变化 迅速 地 影响 了 固体 中 其 他 的 原子 , 使 得 其 他 原子 的 
位 置 也 发 生 了 变化 , 由 此 形成 了 能 量 在 固体 中 的 传播 , 因此 需要 用 集体 激发 的 概念 
来 解释 这 个 过 程 . 固体 中 原子 的 位 置 变 化 形成 了 某 种 运动 , 这 个 运动 的 振幅 是 量子 
化 的 , 这 个 量 的 单位 就 是 声 子 (phonon). 因此 声 子 描述 了 固体 中 的 集体 激发 . 确切 
地 说 , 只 有 当 描 述 固 体 的 模型 被 认为 是 一 个 线性 系统 的 时 候 , 才 有 可 能 得 到 声 子 这 
一 基本 激发 . 具体 地 说 , 通常 描述 固体 的 最 简单 的 理想 化 的 模型 是 一 个 一 维 线性 原 


Ll 孤立 波 和 孤立 子 " 


子 链 , 相同 质量 的 原子 之 间 由 弹簧 连接 . 假设 原子 质量 为 M, 弹簧 的 弹性 系数 为 K, 
B n 个 原子 的 位 移 (离开 原子 平衡 位 置 的 距离 ) 为 yn, 那么 此 运动 方程 为 


2 
ER = K|(yn.1 — yn) — (Yn — 9ya-1)] = K (Yn+1 — Ze + Yn-1). (1-1) 
假设 
yn ~ efltzknal, (1-2) 
其 中 w 是 波 速 上 的 函数 , a 是 两 邻 两 个 原子 之 间 的 距离 . 把 (1-2) 代入 (1-1) 得 
w = 士 wm sin 的 (1-3) 


声 子 就 是 由 (1-1) 和 (1-3) 确定 的 格 点 波 , 角 频 率 为 w 的 声 子 的 能 基 为 hw. 

但 是 , 实际 上 男 体 中 原子 或 离子 之 间 存 在 着 很 强 的 相互 作用 , 运动 方程 (1-1) 不 
再 成 立 , 需要 加 入 非 线 性 项 ( 非 谐 项 ), 那么 对 此 将 产生 何 种 激发 呢 ? 如 果 声 子 的 振 
幅 很 小 使 得 非 线性 项 很 弱 , 则 可 以 用 声 子 碰撞 模型 来 处 理 这 个 问题 . 但 是 , 如 果 原 
子 的 位 移 很 大 , 那么 就 会 产生 一 类 新 的 基本 激发 , 这 就 是 孤立 波 或 者 孤立 子 . 这 时 ， 
一 个 局 域 密集 波 在 固体 中 传输 , 传输 过 程 中 与 原子 发 生 碰撞 使 得 原子 产生 瞬间 的 位 
移 , 碰撞 结束 后 原子 又 恢复 到 碰撞 之 前 的 状态 , 好 像 什 么 也 没有 发 生 过 一 样 . Toda 
链 描述 了 这 类 非 谐 固体 中 的 孤立 波 , 并 且 很 好 地 解释 了 简 谐 固体 和 非 简 谐 固体 之 间 
的 联系 , 即 考虑 相 邻 原子 之 间 的 势能 为 


V(r) = ar 十 eh (1-4) 


34 b 一 0,c = ab, 那么 就 得 到 了 简 谐 势 
GER Zei, (1-5) 


对 于 非 简 谐 链 , 运动 方程 (1-1) 变 为 
drn 
dt? 


其 中 mm = yn 一 加 -1. 方程 (1-6) 的 一 个 简单 解 是 


—a Lee Lt 2be "Bra — e ^u : (1-6) 


e "^ — 1 = sinh? p sech? (un + ft), (1-7) 
其 中 B= V/ab/M sinh p 和 分别 确 定 了 波 的 振幅 和 宽度 . 可 见 , 孤立 波 的 振幅 约 为 
din, XEBE v = Odin, WI v = dyf gẹ (ër, 在 小 振幅 近似 下 , BI sinh p/u — 1, 就 得 
到 了 简 谐 链 的 声速 d/ /ab]M. 
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利用 Toda 链 模 型 来 描述 声速 在 非 简 谐 固体 中 的 传播 , 说 明了 一 个 系统 被 引入 
非 线 性 项 将 会 从 本 质 上 改变 这 个 系统 的 基本 激发 . 式 (1-6) 的 更 一 般 的 行 波 解 需 要 
引入 Jacobi 椭圆 函数 , 经 典 问题 的 一 般 解 中 包含 了 Jacobi Räis, 说 明 即 使 是 最 
简单 的 非 线性 系统 也 将 显示 出 无 比 的 复杂 性. 

可 见 , 孤立 子 是 对 离散 且 有 相互 碰撞 的 多 体系 统 的 连续 描述 , 它 刻画 了 系统 中 
个 体 的 初始 状态 的 长 时 间 行 为 . 它 是 由 平衡 非 线性 项 和 色散 项 得 到 的 最 基本 的 非 
线性 解 , 属于 集体 激发 , 并 且 可 以 呈现 出 各 种 模式 . 式 (1-7) 描述 的 是 一 个 钟 型 孤立 
波 激发 . 因此 , 寻找 非 线 性 系统 的 局 域 激发 模式 成 为 了 孤子 理论 研究 中 的 又 一 个 研 
KEA. 

目 孤 立 子 问 世 以 来 , 它 已 经 在 流体 物理 、 固 体 物理 、 基 本 粒子 物理 、 等 离子 物 
理 、 凝 聚 态 物 理 、 超 导 物 理 、 激 光 物 理 等 物理 领域 以 及 数学 、 生 物 学 、 化 学 、 通 信 
等 各 个 自然 科学 领域 都 得 到 了 广泛 的 应 用 和 深入 的 研究 . 例如 , 光 孤 子 的 发 现 是 由 
19 世纪 60 年 代 初 激光 的 发 展 引 起 的 . 1973 年 , 贝尔 实验 室 的 Hasegawa 和 Tappert 
合作 发 表 的 有 关 光 时 间 孤 立 子 的 研究 论文 le 宣告 了 非 线 性 光学 中 的 光 孤 子 研究 的 
开始 . WELT UT 和 亮 孤 子 89 在 光纤 光学 图 中 被 广泛 应 用 . 非 线性 光学 中 的 最 基 
本 最 重要 的 非 线 性 系统 就 是 非 线 性 薛 定 廖 方程 , 大 多 数 早期 的 研究 都 局 限 在 一 维 的 
情况 , 后 来 被 推广 到 了 二 维和 三 维 . 高 维 非 线性 薛 定 请 系统 具有 诸多 新 的 非 线性 解 ， 
其 中 一 种 非 线 性 解 被 称 为 涡 旋 , 它 在 经 典 026] 和 量子 [58l 系统 中 有 着 长 久 和 丰富 的 
历史 . 二 维 或 三 维系 统 中 的 孤立 波 (F) 有 时 候 也 被 称 为 带 孤 子 (band soliton) 或 者 
平面 孤子 (planar soliton), 它们 在 无 限 系统 中 对 于 横向 调制 是 不 稳定 的 , 从 而 衰减 
RRR. Carr 研究 了 边界 条 件 对 带 孤 子 和 平面 孤子 的 稳定 性 的 影响 (9. 另外 , 
非 线 性 醉 定 词 方程 只 在 考虑 一 个 合适 的 外 势 时 也 可 以 用 来 描述 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 
SS ZE 2000 年 , 实验 上 观察 到 了 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝聚 中 的 孤立 子 B1, 55 后 , 玻 
色 - 爱 因 斯 坦 凝 聚 中 的 孤立 子 理论 得 到 了 迅速 发 展 29, 39, 40]. 

在 结束 此 小 节 之 时 ， 值 得 从 数学 和 几何 的 角度 提 一 下 孤立 子 理论 的 研究 . 
Lamb 128] 指出 了 某 些 非 线性 演化 方程 与 一 些 简 单 的 一 维 螺 旋 状 的 曲线 在 三 维 空 
间 中 的 运动 相 联 系 . 如 : 常 曲率 曲线 的 运动 可 以 由 sine-Gordon 方程 描述 ; 常 扭 矩 曲 
线 的 运动 可 以 由 修正 KdV 方程 描述 ; 常 曲 率 和 常 扭矩 曲线 运动 可 以 由 非 线性 薛 定 
197; e vh. 


1.2 可 积 性 
虽然 孤立 子 是 非 线性 系统 的 基本 激发 模式 , 但 这 并 不 意味 着 对 任何 非 线性 系 


统 , 都 可 以 找到 这 种 激发 . 已 有 的 研究 显示 , 对 于 可 积 的 非 线性 系统 必定 存在 孤立 
Uk CT) 解 . 当然 , 有 时 候 我 们 也 能 在 不 可 积 系统 中 得 到 孤立 波 解 . 那么 , 何谓 “可 
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积 ” 呢 ? 事实 上 , 到 目前 为 止 , 对 于 一 个 非 线 性 系统 是 否 可 积 还 没有 一 个 完全 确定 
和 统一 的 定义 . 所 谓 的 可 积 性 是 指 不 同意 义 下 的 可 积 性 , 所 以 在 说 一 个 非 线 性 系统 
是 可 积 的 时 候 通 常会 指明 它 是 在 何 种 意义 下 的 可 积 . 例如 : Liouville 可 积 、 反 散射 
(IST) TA. 对称 可 积 、 Painlevé 可 积 、C 可 积 和 Lax 可 积 等 等 

Liouville 可 积 是 指 系统 存在 对 易 和 守恒 的 无 穷 哈 密 顿 函数 Fl. 

如 果 一 个 系统 存在 Lax 对 , 那么 就 称 其 为 Lax 可 积 . 具有 Lax 对 的 非 线 性 系统 
通常 可 以 用 反 散 射 方法 求解 . 可 用 反 散 射 方法 求解 的 系统 称 作 反 散射 可 积 系统 . 反 
散射 方法 可 以 被 看 成 是 非 线 性 系统 的 傅 里 时 变换 方法 . 研究 表明 , 许多 非 线 性 系统 
可 以 用 反 散 射 方法 求解 . 如 KdV 方程 、 非 线性 Schrodinger 方程 、sine-Gordon 77 
程 、Boussinesq 方程 、Toda 方程 以 及 KP 方程 等 等 (232]. 

”对 称 可 积 通 常 指 具 有 无 穷 多 相互 对 易 的 K 对 称 和 无 穷 多 可 以 构成 无 限 维 Vi- 
rasoro 代数 的 r 对 称 的 非 线 性 方程 159. 在 很 多 情况 下 , 具有 无 穷 多 对 称 的 对 称 可 
积 系统 同时 具有 无 穷 多 守恒 律 . 

若 一 个 非 线 性 系统 的 一 般 解 关于 任意 奇 性 流 形 的 奇 性 都 是 极点 型 的 , 则 称 该 系 
统 具 有 Painlevé 性 质 . 若 一 个 非 线 性 系统 具有 Painlevé 性 质 , 则 称 此 系统 是 Painlevé 
可 积 的 [2 190. 191, 233] Painlevé 可 积 性 的 检验 方法 有 WTC(Weiss-Tabor-Carnevale) 
方法 、ARS(Ablowitz-Ramani-Segur) 方法 、Kruskal 简化 法 、Conte 的 不 变 展 开 法 、 
Pickering 的 推广 法 和 楼 森 后 的 一 般 推广 方法 . 

Calogero 等 B2, 33 对 非 线 性 偏 微分 方程 提出 了 C 可 积 的 概念 . 一 个 非 线性 偏 
微分 方程 , 如 果 可 以 直接 积分 求 得 一 般 解 或 可 经 过 合适 的 变 其 变换 线性 化 , 那么 称 
其 是 C 可 积 的 . 而 且 将 这 些 变换 作用 于 一 大 类 线性 方程 , 可 获得 一 大 类 C 可 积 非 线 
性 方程 . 

如 果 一 个 系统 具有 N 孤子 解 , 那么 可 以 称 该 系统 是 在 具有 多 孤子 解 意义 下 可 
积 的 . 不 过 这 个 意义 下 的 可 积 性 比较 弱 , 在 许多 其 他 意义 下 的 不 可 积 系 统 同样 具有 
多 孤子 解 . 

在 线性 物理 中 , 除了 傅 里 叶 变换 方法 , 分 离 变 量 法 是 又 一 个 非常 重要 的 方法 . 许 
多 非 线 性 系统 的 分 离 变量 解 可 以 有 一 个 通 式 ( 普 适 公式 ) 来 描述 , 在 这 通 式 中 至 少 
有 一 个 任意 函数 存在 , 然而 对 于 不 可 积 模型 这 些 任意 苑 数 必须 满足 附加 条 件 . 由 此 
可 定义 可 用 多 线性 分 离 变量 法 求解 的 可 积 性 . 

虽然 一 个 可 积 模型 常常 被 局 限 在 某 种 意义 下 , 但 是 可 以 注意 到 : 有 些 可 积 模 型 
往往 同时 具有 好 几 种 性 质 , 如 著名 的 KdV 方程 同时 是 Painlvé 可 积 、Lax 可 积 、 多 
孤子 解 可 积 、 对 称 可 积 及 IST 可 积 的 . 事实 上 , 具备 所 有 可 积 性 质 的 非 线性 系统 是 
很 有 限 的 . 有 时 一 个 系统 在 某 些 特殊 意义 下 可 积 而 在 其 他 意义 下 却 不 可 积 , 如 有 些 
Lax 可 积 的 系统 没有 Painlevé 性 质 (166, 221, 

的 确 , 可 积 与 不 可 积 之 间 并 不 能 够 非常 清晰 的 区 别 , 特别 是 在 高 维系 统 之 中 . 因 
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而 在 提 及 一 个 系统 是 否 可 积 的 时 候 除 了 需要 指出 是 在 何 种 意义 下 可 积 之 外 , 还 需要 
特别 指出 一 点 : 对 于 高 维 可 积 系统 的 一 般 解 , 如 Painlevé 可 积 系 统 , 会 存在 着 一 些 
低 维 的 任意 函数 , 这 意味 着 任何 低 维 的 混沌 或 分 形 解 可 以 用 来 构造 高 维 可 积 系 统 的 
严格 解 . 尽管 如 此 , 对 于 所 谓 可 积 的 非 线 性 系统 还 是 值得 深入 研究 的 , 目前 它们 仍 
是 研究 一 般 非 线性 系统 的 基石 .一 个 任意 的 非 线性 系统 可 以 通过 多 种 途经 近似 到 
一 些 可 积 的 非 线 性 系统 , 如 多 重 尺度 展开 法 2, 33 141 6， 国内 外 有 许多 领域 的 诸 
多 专家 专长 于 此 方面 的 研究 . 
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人 们 对 于 线性 系统 已 经 有 了 深入 了 解 和 应 用 , 而 这 些 线性 系统 只 是 对 于 复杂 客 
观 世 界 的 近似 的 线性 抽象 和 描述 ， 自 然 界 中 错综复杂 的 现象 激发 了 人 们 去 进一步 
探索 其 本 质 , 这 使 得 非 线 性 科学 得 以 产生 并 蓬勃 发 展 . 因为 相 比 于 线性 系统 , 非 线 
性 模型 能 更 好 更 准确 地 描述 自然 现象 , 从 而 更 接近 现象 的 本 质 . 由 此 , 很 自然 地 , dE 
线性 系统 得 以 大 量 涌现 , 从 而 研究 这 些 非 线性 系统 就 顺 其 自然 地 成 为 了 非 线性 科学 
研究 领域 的 首要 任务 之 一 . 

到 目前 为 止 , 人 们 已 经 建立 和 发 展 了 很 多 求解 非 线性 方程 的 方法 , 特别 是 针对 
其 中 一 些 被 归 为 可 积 的 非 线性 系统 . 那么 对 于 可 积 的 非 线性 系统 , 究竟 有 哪些 具体 
的 研究 方法 和 手段 呢 ? 下 面 仅 简 单 提 及 一 些 著 名 的 方法 并 重点 介绍 分 离 变量 法 在 国 
内 外 的 发 展 情 况 . 


1.3.4 ” 非 线 性 系统 求解 方法 一 览 


与 线性 系统 不 一 样 , 对 于 非 线 性 系统 没有 统一 的 求解 方法 , 常常 是 对 于 不 同 的 
具体 问题 采用 不 同 的 研究 手段 . 

常用 的 方法 有 反 散 射 变换 (inverse scattering transformation) 7j 1& 89: Si ZE 
布 变换 (Darboux transformation) 方法 [83, 212 2304、 贝 克隆 变换 (Bäcklund trans- 
formation) 方法 [187, 188, 212] 、 双 线性 方法 和 多 线性 方法 (bilinear method and mul- 
tilinear method)!!?0, 101, 186] ”经 典 和 非 经 典 李 群 法 (classical and non-classical Lie 
group approaches)[16, 196]. CK 直接 法 (CK's direct method)l46, 49, 50, 148, 177, 201, 217]. 
形变 映射 法 (deformation mapping method)ll461、 混 合 指数 法 (mixing exponential 
method)jl871、 几 何方 法 (geometrical method)!??: 99), Painlevé 截断 展开 (truncated 
Painlevé expansion) 方法 Qu 41 51, 159, 200, 233] 函数 展开 法 (function expansion 
method)/42. 43, 71, 111, 129] 、 穿 衣服 方法 (dressing method)[237, 240) 等 等 . 

限于 篇 幅 问题 , 在 此 仅 对 本 书 的 重点 内 容 分 离 变 量 法 作 简 单 回 顾 和 介绍 , 而 对 
其 他 方法 在 此 不 作 任 何 展开 . 有 些 方法 , 如 反 散 射 法 、 达 布 变换 法 、 双 线性 法 、 形 变 
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映射 法 等 将 分 章节 详细 讨论 . 而 另 一 些 方 法 , 如 穿 衣服 方法 等 , 仅仅 是 提 到 而 已 , 有 
兴趣 的 读者 可 查阅 有 关 参 考 文献 . 


1.3.2 ”分 离 变量 法 在 非 线 性 科学 中 的 进展 


在 线性 物理 中 有 两 大 普遍 适用 的 方法 , 傅 里 叶 变 换 法 和 分 离 变量 法 . 这 两 种 方 
法 都 不 能 直接 应 用 于 非 线性 科学 中 . 到 20 世纪 60 年 代 后 期 , 傅 里 叶 变 换 法 被 非常 成 
功 地 推广 到 了 非 线 性 物理 的 一 些 所 谓 的 可 积 模型 中 , 即 著名 的 反 散 射 方法 . 而 分 离 
变量 法 在 非 线 性 物理 中 一 直 没 有 得 到 非常 成 功 的 推广 和 应 用 , 直到 最 近 才 在 几 个 方 
向 得 到 了 发 展 . 比如 有 P W Dolye 的 几何 方法 [59, 99 RZ Zhdanov 的 Ansatz-based 
方法 2434、 曹 策 问 教授 提出 的 (Lax 对 的 ) 非 线性 化 方法 [15, 36, 37, 180) ai 
和 程 艺 教授 的 对 称 约束 法 [和 3, 119, 157, 241) 、 形 式 分 离 变量 法 tl60、 届 长 征 教授 和 张 顺 
利 博士 等 提出 的 基于 一 般 条 件 对 称 的 泛 函 分 离 变 量 法 [id4, 64, 65, 204, 205, 246] pes re 
教授 和 张 顺利 博士 等 推广 泛 函 分 离 变量 法 从 而 建立 的 导数 相关 泛 函 分 离 变 量 法 [247] 
以 及 由 我 们 提出 和 发 展 的 多 线性 分 离 变量 法 . 在 所 有 这 些 分 离 变量 法 的 提出 、 建 立 
和 发 展 过 程 中 , 中 国 科学 家 起 了 非常 重要 的 作用 . 

1. 形式 分 离 变 量 法 

形式 分 离 变量 法 实际 上 就 是 最 早 由 我 国学 者 曹 策 问 教授 提出 的 非 线 性 化 方法 ， 
后 来 李 逆 神 教授 和 程 艺 教授 的 对 称 约束 法 . 目前 我 国 还 有 很 多 学 者 专家 (如 耿 献 国 、 
曾 云 波 、 马 文秀 、 乔 志 军 、 周 子 翔 、 周 汝 光 等 等 ) 在 致力 于 这 方面 的 发 展 . 通常 这 种 
方法 只 适用 于 Lax 可 积 系统 . 楼 森 岳 和 陈 黎 丽 将 它 推 广 应 用 到 了 不 可 积 系统 并 称 
之 为 形式 分 离 变量 法 . 在 文献 [160] 中 作者 给 出 了 求解 非 线性 系统 的 形式 分 离 变量 
法 的 一 般 过 程 , 其 描述 如 下 : 

对 于 N 阶 n 十 1 维 非 线性 系统 ， 


Fit dida £n, Uz Haus: Uzi, zi tiy ) = F(u)=0, (1-8) 
引入 一 组 变量 形式 分 离 方程 
Pri = Ki, i = 0,1,2,- n, Xo — t, (1-9) 


其 中 V 三 (Din, a, ,VM)T, Yi 三 pilt, zx1,22,--- Zn Ki 一 Ki(V) 是 有 M 个 分 量 
DIS Feeën, 相 容 性 条 件 V. 一 V. s, 要 求 Ki 满足 


[Ki, K;] = KK; - KK = (Ki(y *eK;)- Kj(¥ + eKi)les0 =0. (1-10) 
假定 (1-8) 的 解 与 更 之 间 的 关系 为 


u = U(W), (1-11) 
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把 (1-9) 和 (1-11) 代入 (1-8) 后 确定 出 函数 U 和 Ki, 由 此 得 到 形式 分 离 变 量 解 . 可 
以 看 到 , V 是 (621,22, ,zn} 的 函数 , 所 以 形式 分 离 变量 解 中 函数 的 变量 并 没有 
真正 的 实现 分 离 , 而 只 是 + 1 个 变量 分 别 显 现在 n+ 1 个 方程 (1-9) 中 . 详 见 本 书 
第 六 章 . 

2. 多 线性 分 离 变量 法 

前 面 提 到 , 形式 分 离 变 量 法 本 质 上 没有 真正 实现 变量 的 分 离 , 因此 为 了 实现 真 
正 意 义 上 的 变量 分 离 , 1996 年 楼 森 岳 和 陆 继 宗 在 关于 DS 系统 的 论文 5 中 提出 了 
一 种 分 离 变量 法 , 此 即 多 线性 分 离 变 量 法 的 雏形 . 之 后 一 直 没 有 任何 进展 , 直到 5 年 
之 后 , 才 在 已 有 的 多 线性 分 离 变 量 法 雏形 的 基础 上 开展 了 进一步 的 研究 , 建立 了 完 
善 的 多 线性 分 离 变量 法 , 使 得 多 线性 分 离 变量 法 真正 得 到 发 展 以 致 能 够 推广 应 用 于 
大 量 的 非 线 性 模型 . 到 目前 为 止 , 多 线性 分 离 变量 法 已 经 成 功 求解 了 一 大 类 的 2 + 
1 维 非 线性 系统 和 一 些 1 + 1 和 3 + 1 维 的 非 线 性 系统 . 多 线性 分 离 变量 法 也 已 经 
成 功 地 应 用 到 了 差分 微分 系统 . 我们 称 这 些 可 以 用 多 线性 分 离 变 量 法 求解 的 非 线 
性 偏 微分 方程 为 多 线性 分 离 变 量 可 解 方程 , 对 应 的 解 被 称 为 多 线性 分 离 变 量 解 . 我 
们 发 现 所 有 的 非 线性 系统 的 多 线性 分 离 变量 解 都 可 以 由 一 个 形式 上 统一 的 式 子 表 
zr. 特别 地 , 这 个 通 式 中 包含 了 低 维 任意 函数 . 此 外 , 多 线性 分 离 变量 法 还 可 以 被 进 
一 步 推广 为 一 般 多 线性 分 离 变量 法 , 从 而 得 到 一 些 非 线性 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变 
HE, 这 个 解 中 包含 了 更 多 低 维 的 变量 分 离 函 数 . 详 见 本 书 第 四 章 . - 

3. 泛 函 分 离 变 量 法 

泛 函 分 离 变 量 法 主要 是 由 俄罗斯 的 Zhdanov 和 我 国 的 屈 长 征 教授 等 发 展 的 . 在 
文献 [204] 中 作者 提出 了 泛 函 分 离 变 量 法 并 建立 了 利用 一 般 条 件 对 称 对 方程 进行 归 
类 和 求解 的 步 又 和 实现 方法 . 

以 NN Br 1 + 1 维 非 线 性 系统 


F(z,t,u,uz,ut uzz,Utt,;::!) = F(u) 20 (1-12) 
为 例 , 可 以 对 其 求 乘积 型 分 离 变 量 解 
u = é(z)u(t) (1-13) 
或 和 式 分 离 变 量 解 
u = ó(z) + Y(t). (1-14) 
然而 , 绝 大 多 数 非 线性 系统 没有 此 种 解 , 因此 可 以 进而 寻求 泛 函 分 离 变 量 解 


f(u) = plz) + v(t), (1-15) 
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其 中 f(u) EARR. 泛 函 分 离 变量 解 (1-15) 满足 约束 条 件 
N Uzi + g(u) uzut — 0, (1-16) 
其 中 g(w) = f"(u)/ f'(u). 这 一 问题 等 价 于 寻求 方程 (1-12) 的 一 般 条 件 对 称 
V = nŠ = [uzt + g(u)usud 5. (1-17) 


可 以 氢 述 成 如 下 定义 ; 
定义 1.3.1 ”向量 场 (1-17) 是 系统 (1-12) 的 一 般 条 件 对 称 , 如 果 


VV(A)lenw =0, (1-18) 


其 中 E 是 方程 (1-12) 的 解 流 形 , W 是 附加 于 (1-12) 的 方程 列 集 Din = 0 (i = 
D123 

由 此 可 以 给 出 系统 (1-12) 具有 泛 函 分 离 变 量 解 (1-15) 的 完全 归 类 并 给 出 归 类 
方程 的 泛 函 分 离 变 量 解 . 

显然 , 从 (1-13) 或 (1-14) 到 (1-15) 的 推广 很 容易 引发 进一步 的 推广 , 即 式 (1-15) 
AWEZE f 中 是 否 可 以 引入 其 他 的 函数 (如 场 量 4 的 导数 ) VE? 这 个 问题 直接 导 
致 了 导数 谤 函 分 离 变量 法 的 提出 与 建立 详 见 本 书 第 五 章 . 

4. 导数 相关 泛 函 分 离 变量 法 

导数 相关 证 函 分 离 变量 法 2 是 泛 函 分 离 变量 法 的 更 一 般 的 推广 , 它 能 够 给 出 
完整 得 多 的 分 离 变量 可 解 归 类 . 

对 于 非 线性 系统 (1-12), 可 定义 下 列 4 种 形式 的 分 离 变 量 解 : 

(1) 


Di cl dii + pO, (1-19) 

(2) 
f(u, tz) = d(z) HU) + E(N), (1-20) 

(3) 


M N 
f(u, uz, ut, uxz, Uzt, Utt, +) = > difa) + vi(t)) + NEQU (t), (1-21) 


i—l feel 


(4) 


f(u, Ux, Ut, Urr, Urt, Utt nn -) SS F(£, n), € SS £(z,t), n = n(z, t). (1-22) 
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在 利用 导数 相关 证 函 分 离 变量 法 对 一 些 类 型 的 非 线性 系统 进行 导数 相关 泛 函 
分 离 变量 可 解 的 完全 归 类 的 研究 中 , 对 一 些 不 同类 型 的 非 线 性 模型 , 先 要 求 各 种 场 
量 及 其 导数 的 某 种 Q2 BR) 组 合 可 以 有 加 法 或 乘法 的 变量 分 离 解 ; 然后 根据 这 一 要 
求 来 确定 相应 的 一 般 条 件 对 称 , 进而 利用 一 般 条 件 对 称 、 不 变 曲 面条 件 和 群 论 方法 
来 确定 所 有 可 能 的 方程 和 可 能 的 泛 函 组 合 , 定 出 方程 所 有 可 能 的 等 价 类 ; 最 后 再 分 
别 求 出 导数 相关 泛 函 分 离 变 量 解 ， 至 今 已 经 利用 此 方法 对 一 般 非 线 性 扩散 型 方程 、 
一 般 非 线性 波动 型 方程 和 一 般 KdV 型 方程 做 出 了 完整 的 分 离 变量 可 解 归 类 , 并 且 
给 出 了 这 类 非 线性 系统 的 严格 解 以 及 解 的 对 称 群 解释 . 详 见 本 书 第 五 章 . 
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目 孤 子 理论 发 展 以 来 , 众所周知 的 孤子 激发 模式 主要 集中 在 1 + 1 维 非 线性 
系统 中 , 如 钟 型 或 铃 型 孤子 、 扭 结 型 孤子 、 瞬 子 解 、 呼 吸 子 解 以 及 一 些 弱 激发 模式 ， 
如 peakon? (尖峰 子 解 )、compacton( 紧 致 子 解 ) 等 . 直到 1988 年 ， Boiti 等 人 [21 得 
到 了 非 线 性 DS 系统 中 所 有 方向 都 指数 衰减 的 dromion 解 ( 拱 形 解 )、 从 此 开始 了 
对 高 维 可 积 非 线性 系统 的 局 域 激 发 模式 的 研究 [22, ?3, 72, 98, 155, 209, 210, 213, 214), {H 
是 对 有 些 非 线 性 系统 目前 也 还 只 能 得 到 代数 衰减 的 lump 解 ( 团 块 解 ), 而 且 只 是 对 
某 些 可 积 非 线 性 系统 才能 找到 一 些 特殊 类 型 的 dromion 和 lump 解 . 我 国 同行 在 
这 方面 也 做 出 了 许多 不 懈 的 努力 .如 谷 超 豪 院士 及 其 领导 的 课题 组 在 高 维 自 对 偶 
Yang-Mills 系统 和 AKNS 系统 的 研究 中 得 到 了 很 多 有 意义 的 结果 , 得 到 了 大 多 数 方 
向 衰减 的 (国际 同行 称 之 为 solitof) 局 域 结 构 . 周子 翔 教授 得 到 了 反 de-Sitter 时 空 
中 Yang-Mills-Higgs 系统 的 类 dromion 型 的 局 域 结构 . 对 于 更 高 维系 统 如 3 + ! 维 
系统 的 研究 几乎 是 一 片 空白 . 因此 寻找 可 能 的 高 维 的 所 有 方向 都 局 域 的 激发 模式 一 
直 是 学 术 界 很 感 兴趣 但 是 又 非常 困难 而 少 有 成 就 的 领域 . 

到 目前 为 止 对 “孤立 子 ” 一 词 并 没有 准确 的 定义 , 它 用 来 描述 一 个 非 线 性 系统 
的 任意 具有 下 述 性 质 的 解 : 

(1) 局 域 性 : 即 可 表示 成 一 个 固定 形状 的 波 ; 它 是 局 部 的 、 误 减 的 或 在 无 穷 大 时 
趋 于 常数 ; 

(2) 粒子 性 : 即 可 与 其 他 的 孤子 进行 强烈 的 相互 作用 , 具有 弹性 碰撞 的 性 质 . 

如 果 (2) 不 满足 , 那么 就 称 之 为 “孤立 波 ”. 

因此 , 在 发 现 或 构造 得 到 大 量 孤 子 激发 模式 后 , 首先 需要 深入 考虑 的 问题 就 是 
这 些 激 发 模式 具有 什么 样 的 相互 作用 行为 ? 对 1 + 1 维 局 域 激发 模式 的 研究 显示 ， 
两 个 孤立 波 间 的 碰撞 可 以 是 完全 弹性 的 (保持 形状 和 速度 不 变 , 允许 有 一 定 的 相 移 )， 
也 可 以 是 非 完全 弹性 的 (改变 形状 而 保持 速度 不 变 , 允许 有 一 定 的 相 移 ) 或 者 完全 


@ 对 一 些 国际 上 尚 无 统一 译名 的 专用 名 词 , 本 书 采 用 英文 原 词 . 
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非 弹 性 的 (裂变 或 聚变 , 即 增加 或 减少 孤子 数目 ). 已 有 的 对 2+1 维 局 域 激 发 模式 ， 
主要 是 dromion 的 研究 也 得 到 了 类 似 的 碰撞 性 质 . 但 是 至 今 没 有 一 个 比较 系统 的 方 
法 来 构造 高 维 激发 模式 , 特别 是 严格 给 出 解 之 间 的 相互 作用 行为 . 此 外 , 值得 强调 
的 是 在 研究 孤子 碰撞 过 程 中 还 发 现 了 一 类 比较 有 趣 的 现象 , 即 孤 子 的 裂变 和 聚变 现 
象 . 事实 上 , 这 类 现象 是 在 物理 学 的 诸多 领域 以 及 其 他 领域 如 流体 力学 等 等 L24185 
得 到 了 观察 的 重要 现象 . 

本 书 第 四 章 将 用 于 讨论 多 线性 分 离 变 量 法 和 一 般 多 线性 分 离 变 量 法 . 利用 这 些 
方法 可 以 得 到 许多 非 线性 可 积 系统 的 多 线性 分 离 变 量 解 和 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 . 
这 些 解 中 包含 了 一 些 任 意 函 数 , 它们 的 存在 导致 了 丰富 的 高 维 局 域 激 发 模式 . 最 主 
要 的 有 和 多 solitoff 8t, £ dromion 解 、dromion 格 点 解 、 多 呼吸 子 解 、 多 lump 8t. £ 
瞬 子 解 、 高 维 peakon 解 、 高 维 compacton 解 、 多 环 孤 子 解 和 隐形 孤子 解 等 . 这 些 新 
的 局 域 激 发 模式 也 如 低 维 局 域 激 发 模式 一 样 具 有 丰富 的 相互 作用 行为 , 可 以 保持 形 
状 不 变 , 也 可 以 全 部 或 部 分 交换 形状 , 可 以 有 一 定 的 相 移 也 可 以 没有 相 移 , 可 以 是 追 
赶 型 的 也 可 以 是 对 碰 型 的 , 同样 有 孤子 裂变 和 聚变 现象 ( 详 见 本 书 第 四 章 ). 2+1 维 
局 域 激发 模式 的 丰富 多 样 性 同样 体现 在 3+1 维系 统 中 [164, 172 222, 234), 

过 去 对 于 非 线 性 系统 的 孤子 激发 的 研究 不 仅 局 限 在 低 维 系统 中 , 而 且 主 要 针对 
单 值 孤子 激发 . 但 是 , 在 很 多 情况 下 , 真实 的 目 然 现 象 非常 复杂 以 至 于 很 多 现象 无 
法 用 单 值 解 来 描述 . 例如 , 复杂 的 折 三 现象 , 如 蛋白 质 折 印 lt40, 144 2261. 大 脑 和 皮肤 
表层 以 及 生物 系统 中 其 他 各 种 折合 现 象 lS% 182. 最 简单 的 多 值 波 可 能 就 是 流体 表面 
上 的 泡沫 或 流体 内 部 的 气泡 . 海洋 里 各 种 各 样 的 波 也 是 折 生 波 . 当然 , 目前 还 无 法 
给 出 非常 满意 的 解析 解 来 描述 这 类 复杂 的 目 然 现 象 . 但 是 , 从 一 些 简单 的 情况 开始 
研究 它们 还 是 非常 值得 的 . 已 有 的 对 非 线 性 系统 的 多 值 激发 研究 就 是 在 1+1 维 非 
线性 系统 中 找到 了 图 孤 子 (loop soliton) 激发 189, ?28, 229], 图 孤子 激发 已 经 被 运用 
到 了 一 些 可 能 的 物理 领域 中 , 如 有 外 场 的 弦 的 弹性 碰撞 D19, 量子 场 论 885 和 粒子 物 
18, 在 第 四 章 我 们 也 将 同时 讨论 2+1 维 非 线性 系统 的 多 值 孤 子 激发 模式 一 Hr 
TET 一 及 其 相互 作用 行为 . 

下 一 章 主要 讲述 如 何 从 描述 大 气 和 海洋 动力 学 的 基本 模型 出 发 , 利用 多 重 尺 度 
展开 法 推导 得 到 基本 的 重要 的 非 线 性 可 积 模型 . 随后 的 六 章 分 别 详细 系统 地 讲述 几 
种 求解 非 线 性 系统 的 方法 . 
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众所周知 , 对 于 自然 界 中 存在 的 各 类 现象 人 们 都 会 寻找 一 个 合适 的 物理 模型 
来 研究 , 然后 找到 刻画 这 些 模型 的 一 系列 方程 . 目前 , 随 着 非 线性 科学 的 茵 勃发 展 ， 
导出 的 各 类 非 线 性 模型 越 来 越 多 . 然而 对 非 线 性 系统 的 解析 研究 由 于 数学 手段 的 缺 
乏 显 得 非常 困难 . 因此 , 在 很 多 情况 下 , 我 们 都 需要 对 复杂 的 非 线 性 系统 进行 各 种 允 
许 条 件 下 的 简化 . 另 一 方面 , 一 类 被 称 为 可 积 的 非 线 性 模型 得 到 了 充分 的 发 展 , 已 
有 很 多 数学 手段 可 以 得 到 这 类 系统 的 各 种 解析 解 . 所 以 , 如 何 从 最 初 的 非 线 性 模型 
出 发 导出 这 类 易于 求解 的 方程 是 一 件 非常 重要 的 工作 多重 尺度 展开 法 正 是 解决 
这 类 问题 的 有 效 手 段 之 一 [82， 33, 141, 192] 

鉴于 已 有 诸多 文献 和 书籍 是 有 关 单 个 常 系数 方程 的 推导 , 因此 本 章 的 重点 在 于 
介绍 如 何 从 原始 模型 出 发 , 通过 不 同 的 近似 方法 推导 出 各 类 变 系数 方程 和 常 系数 耦 
合 方程 . 本 章 的 出 发 方程 是 大 气 和 海洋 动力 系统 中 的 一 个 重要 模型 , 即 8 平面 上 的 
非 线 性 无 黏 和 无 旋 的 正 压 位 涡 方程 . 在 单 层 情况 下 , 我 们 将 利用 多 重 尺度 展开 法 分 
别 推导 出 变 系数 KdV (VCKdV) 型 方程 , 变 系数 MKdV(VCMKdV) 型 方程 和 变 系 
数 非 线 性 薛 定 刘 (VCNLS) 型 方程 . 在 双 层 情形 下 推导 出 耦合 的 KdV 方程 . 


2. VCKdV 型 方程 的 导出 


非 线 性 大 气动 力学 是 大 气 学 科 中 非常 重要 而 又 非常 活跃 的 一 个 研究 领域 , 在 有 

关 大 气 和 海洋 动力 系统 的 研究 中 ，8 平面 上 的 非 线性 无 黏 无 旋 的 正 压 位 涡 方 
程 [178, 199] 

(04 + UOz + v0,) (v; — uy — Ae) + Gogh, =0 (2-1) 


是 一 个 非常 重要 的 模型 , For! u= py, v — wz. 式 中 的 内 是 流 函 数 , u 和 w 是 速度 
分 量 , Bo 是 Rossby 参数 bo = (wo/ Ro) cos o, Ro 是 地 球 的 半径 , wo 是 地 球 自 转 的 
角 频 率 , 是 纬度 , Ao = fo/ VIH, fo 是 Coriolis £X, 9 是 重力 加 速度 , H 是 大 气 
的 平均 高 度 . 

从 模型 (2-1) 出 发 , 一 些 常 系数 方程 , 如 KdV、 修 正 KdV(MKdV) fRidEzETERE 
ERTE, 已 经 由 不 同类 型 的 近似 方法 推导 出 来 , 如 长 波 近 似 条 件 下 再 引入 多 重 
时 间 和 空间 尺度 L075, 179), 众所周知 , 这 些 常 系数 方程 都 是 经 典 的 可 积 系 统 , 通过 这 
些 方程 的 已 知 结果 最 终 可 得 到 原 系统 的 解析 解 从 而 可 以 很 好 地 解释 一 些 自然 现象 . 
例如 , Rossby 孤立 波 可 以 用 来 解释 大 气 中 观察 到 的 涡 旋 对 阻塞 (参见 文献 [56], [179] 
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及 其 引文 ). 事实 上 , 大 气 现象 极其 复杂 , 常 系数 方程 的 结果 只 能 解释 一 些 特 殊 的 大 
气 现象 , 如 常数 切 变 、 不 变 背 景 、 固 定 边界 等 等 . 但 实际 的 切 变 、 背 景 、 边 界 等 等 都 
是 时 间 相 关 的 . 因此 , 要 想 更 进一步 地 解析 说 明 大 气 现象 有 必要 求助 于 各 类 变 系数 
方程 . 本 节 详 细 说 明 如 何 从 模型 (2-1) 出 发 推导 出 变 系数 VCKdV 型 方程 , 从 而 期 待 
它 能 更 好 更 有 效 地 解释 大 气 现象 , 如 阻塞 的 生命 周期 . 
要 得 到 变 系 数 非 线性 系统 , 首先 假定 大 气 系统 具有 一 个 与 z 无 关 的 基 流 , 然后 
把 流 函数 写成 
V = poly, Ota, (2-2) 
由 此 原 系统 (2-1) 变 为 
(2 一 WoyBz) An + Jah, Anal lt (Bot Voyyy) Ai — (A — 02) Vo — 0, (2-3) 


其 中 J(a, b) = azby 一 Qybz 是 Jacobi AT, Ah = 02 十 07 表示 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 . 为 
了 简化 起 见 , 下 面 的 叙述 中 将 路 去 撤 “′”. 
要 得 到 VCKdV 型 方程 , 与 常 系数 情况 一 样 , 需要 利用 长 波 近 似 假 设 
V = LE, y, T) = Ye"? (z — cot), y, €?t), 
Wo = Vo(y, 3124) 三 poly, TJ, (2-4) 
其 中 s 是 小 参数 , co 是 任意 常数 . 
把 上 式 (2-4) 代入 (2-1) 得 
egre? + [betsey — (Vor + wr)N — (Voy + Vy + Co) Weee 
十 (也 十 Po)yyrlE + (Vyyy T VOyyy 十 Bo 十 Ae co)we 


—(Voy + co + Yy)Vgyy = 0. (2-5) 
以 如 下 方式 对 流 函 数 o MER vo 作 渐 进展 开 
p = en Leid + O(e)), o — Vo+ey1+e V2+O(e), (2-6) 


其 中 oy; = pil y T), V; = V;(y,7) (i — 1,2, j = 1,2,3) 是 所 示 变 量 的 函数 .把 
(2-6) 代入 (2-5) JE REVOIR. s 的 系数 . O(e) 和 O(e?) 的 系数 为 零 , 得 
(Wo, + co)Vieyy — (Mco + Bo 十 亚 oywwy)Wae 
= Yoyyr — Ao Vor, (2-7) 
(Woy + co)V2eyy — (Mco + Go + Voyyy) ae 
= —(Voy + co) Vise — AU: + wi)r — Viyye (V1 + Wi)y 
十 (Wi + Vi)yyr Vien + Ti)yyy: (2-8) 
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显然 , (2-7) 是 线性 的 , 所 以 可 用 通常 的 变量 分 离 法 求解 . 假设 vas 存在 如 下 形式 的 变 
量 分 离 解 : 


V1 = Go(y, 7)A(6, T) = Co4. (2-9) 
把 (2-9) 代入 (2-7) 得 
Voyy = Apo + F1, (2-10) 
(Vo, + co)Goyy — Go(Xico + fo + Viy + Ab Yoy) = (2-11) 
其 中 五 = FQ) 是 任意 的 积分 函数 . ARE, Go WE (2-11). 


在 大 气 和 海洋 动力 学 中 , 对 方程 (2-8) 的 求解 通常 要 对 方程 在 y 方向 作 平 均 . Re 
体 来 说 : 令 高 阶 展 开 函 数 为 零 , BI 如 = 0, 然后 和 已 知 的 结果 一 并 代入 (2-8) 后 就 
会 得 到 一 个 关于 函数 A 的 方程 , 4 的 变量 只 是 6,7 而 此 方程 的 系数 是 变量 y,7 的 
函数 . 因此 , 一 般 来 说 此 方程 是 不 相 容 的 , 除非 所 有 与 y 有 关 的 系数 是 相互 成 比例 
的 , 而 这 个 比例 函数 只 能 是 7 的 函数 或 者 是 常数 . 然而 , 直接 假定 v» = 0 使 得 上 述 
条 件 满 足 是 非常 困难 的 . 因此 , 为 了 避免 这 个 不 相 容 性 条 件 , 通常 就 采用 了 所 谓 的 y 
平均 法 (但 是 不 合理 也 不 明确 ), 即 把 方程 的 系数 关于 y 从 y 到 vo 作 积 分 以 消去 变 
T y. 事实 上 , 这 样 一 个 在 大 气 和 海洋 动力 学 理论 中 经 常 采 用 的 方法 是 可 以 避免 的 ， 
只 要 高 阶 展开 函数 非 零 . 下 面 分别 给 出 假定 高 阶 展开 函数 vo. 为 零 和 非 零 两 种 情况 
下 推导 VCKdV 方程 的 过 程 , 由 此 表明 通常 一 直 被 采用 的 y 平均 方法 实际 上 是 可 以 
被 去 掉 的 . 这 种 不 用 y 平均 的 方法 首先 在 [175] 中 提出 . 为 方便 起 见 , 我 们 称 这 种 方 
法 为 LTHT 方法 . 


2.1.1 利用 y 平均 方法 导出 VCKdV 型 方程 


把 (2-9)~(2-11) 以 及 vo = 0 代入 (2-8), 然后 按照 通常 导出 常 系数 方程 的 y P 
均 方 法 , 即将 方程 的 系数 对 y 从 0 到 yo 积分 , 得 到 VCKdV 型 方程 : 


A, 十 el4eee 十 e2AA; 十 ea Ae 十 ed44 十 e5 — 0, (2-12) 
其 中 (ei = ei(7), i = 1,2,3,4,5) 


SSC v (Vo, 十 co)? b 
(cg. CESERC dy, (2-13) 
E NM Go[(Woy + co) iyy — (Mo+ Fi)(Fiy + Gell. 

"A (Voy + co)(Fiy + Bo) 


ga d (Voy + co) Viyyy — (Fiy + Bo 十 Xico 十 Ao Boy) iy 
0 Fiy + Bo | 


(2-14) 


(2-15) 


.2.2 VCMKdV 型 方程 的 导出 


yo (co Voy)Gor — VoyrGo 
as Sr LO en 
4 人 Go(Woy + co) d 
e5 = d (Vo, 十 co)(Viyy = DAME dy 
0 Fiy + o i 


Go 由 (2-11) 给 出 , Vo 由 (2-10) 确定 , Fi FI V; 是 任意 函数 . 
2.1.2 LTHT 方法 导出 VCKdV 型 方程 
若 不 采用 传统 处 理 方法 中 的 y 平均 方法 , 则 需要 如 下 引入 高 阶 项 v»: 


V» = Bily, T) A? + Bai, 7)A + Bs(y, T) Age + Ba(y,7) 
+Bsly,7) | AdE + Bou, 7) 


= B14? + B3A + Ba Age + B4 + Bs ji AdE + Bo£. 


(co + Voy)? Boyy — (co + Zoll Aën + A3 Voy + Bo + Fiy) Bo 
一 3 亚 17 中 Vis] T Goes (8o T Fiy) =0, 


2(co + Voy)? Biyy — 2(co + Woy)* (MYo, + Fiy + Bo + Aën fr + Go 


(2-18) 


(2-19) 


(eo Pa + e2ßo — FiyyGo)(co + Voy) + GOM Vo + FI)(Fiy + Bo) =0, (2-20) 


(cà + Voy)? Bayy + Goes(Fiy + Bo) — Go(co + Yoy)Uiyyy 
+(GoYiy — co B2 — ox Ba MA Voy + Fiy + Bo + A9co) = 0, 

(co + Woy)? Bayy — (co + ee Aën + Fiy + Po + Mco)Bs 
+(Fiy + Bo)Goe1 + Go(co + Voy)? = 0, 


(2-21) 


(2-22) 


(co + Yoy)? Bsyy — (co + oe Léen + AjWoy + Bo + Fi) Bs — (Gorco 


一 C0 亚 oyr 十 Gor Vo, ) (Bo T Fiy) + Golco 十 Vos In «I Fiy)ea zz. 


(2-23) 


其 中 Bs 任意 , ei = ei(7) (i = 1,2,3,4,5) 是 所 示 变 量 的 任意 函数 , 则 VCKdV 型 方 


程 将 具有 (2-12) 的 形式 . 


2.2 VCMKAV 型 方程 的 导出 


类 似 于 VCKdV 型 方程 , 要 导出 VCMKdV 型 方程 , 可 选取 如 下 形式 的 长 波 近 


似 : 


V = v(£,n,T) 2 v(e(z — cot), y,&?t), wo = poly, et) = voly, 7), 


(2-24) 
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其 中 e 是 无 穷 小 参数 , co 是 任意 常数 . 
把 (2-24) 代入 (2-3) 导出 
Diaen + Voyyy + coà + Bolbe — (Vy + Voy + co) Wyye + [(V + in less 
—Veee (Uy + oy + co) — MV + nl, + Veeey]e? + eere ^ = 0. (2-25) 
为 了 进一步 计算 , 展开 少 和 wo 为 
y — ein + ee + sais + Olet), 
Wo = Yo 十 < 亚 1 十 c? 十 EV; 十 O(e*), (2-26) 


其 中 vi (i = 1,2,3) Æ (£y, 7) 的 函数 , Vi (i = 0,1,2,3) 是 (y, 7) 的 函数 . 把 展开 式 
(2-26) 代入 (2-25), JF E. 4 Och, O(e?) Oe") 的 系数 为 零 可 得 


(Voy + co)V1eyy — (Voyyy 十 Mco + Bo)Vie = 0, (2-27) 
(Vo, T Co) V2tvyy - (Vo, vy T Aën T Bo) Vae 
- (Vi ee Vi)yyyVie a (in T V1), V1yye 25 MVor T Voyyr; (2-28) 


(Voy + co) Waeyy — (Woyyy + Mco + Dale 
= (V2 + V2)yyyVie + (Vi + Vi)yyy Vae + Din + dn Jess — (Wi Vi)yVotyy 


一 (co Tt Voy, )Vieee 7 (V T $5), V1eyy mn AI( 亚 1 十 V1)r. (2-29) 
如 上 一 小 节 所 述 , 可 假设 (2-27) 具有 如 下 分 离 变 量 解 : 
Vi = Go(y, T)A(£, T) Go A. (2-30) 


把 (2-30) 代入 (2-27) 得 到 Go 和 Yo 之 间 的 关系 


(Voy 十 co)Goyy — (Woyyy + Mco + Bo)Go = 0. (2-31) 
然后 假设 
Vo = G2(y, T)A? + Gi(y,7)A = G24? + G3A. (2-32) 
把 (2-30)~(2-32) 一 并 代入 (2-28) 可 得 
own — Vo+ F1 — 0, (2-33) 
(coG1 + Gi Woy — V1,Go)(A$co + Bo + Fiy + Aë fe) 
— (Wo, + co)^ Giyy + (Voy + co) ViyyyGo = 0, (2-34) 


2(Vo, + co? Gay, — [(Woy + co) Fayy — Wo + F1)(8o + Fiy)]G? 
—2G3(Wo, + co)? (A$€o + Bo + Fiy + Voy) = 0, (2-35) 


2.2 VCMKdYV 型 方程 的 导出 (AT 
一 -一 


其 中 Ey = FQ) 是 积分 函数 . 


与 上 小 节 类 似 , 随后 将 分 两 种 情况 , 即 采 用 和 不 采用 y 平均 方法 分 别 给 出 导出 
VCMKAV 型 方程 的 过 程 . 


2.2.1 利用 y 平均 方法 导出 VCMKdV 型 方程 


把 上 面 得 到 的 结果 和 wa = 0 代入 (2-29) 后 对 所 得 方程 从 0 到 yo 对 y 积分 , 由 
此 可 得 VCMKdV 型 方程 


Ar Le Aget + (e24? 十 es4 + €5) Ae 十 ed4 十 e6 = 0, (2-36) 


其 中 ei 三 ei(T) (i T 1,2, 3,4,5, 6) 分 别 是 


Vo Go(Xo, + co) 

ML CEN (2-37) 

e f A$Go — Goen E 

e, — [^ CowG2y — GoCayyy — 2GoyyyC2 + 2GoyC 2 jy, (2-38) 
pec A6 Go — Goyy 


ya 
"T / (8Go — Gel" [2Y 1yG2yy — 2 Go 
0 


K(GoyGiy)y — Goyyy Gi - Getrennt, (2-39) 
yo 
e 人 (moico — Gell. àv, (2-40) 
0 ; 
—' TI GoyyV2y 一 GoV2yyy + ViyGiyy 一 Ui yuyo dy, (2-41) 
dpt ^ XiGo — Goyy 
yo Ji 一 UV | 
LM dy, (2-42) 
E f MUS Gy 


AH Go, Gi, Gz 满足 (2-31), (2-33). (2-35), Ya 是 (y, 7) WE E AX. 
2.2.2 LTHT 方法 导出 VCMKdV 型 方程 
类 似 地 , 如 果 采 用 LTHT 方法 , 那么 不 能 假设 vs 为 零 . 在 此 设 定 


V. = Bo 十 B4 Ake 十 Bo A? 十 B4A4? + BAA + B56 + Be 估 AdE, (2-43) 


把 (2-30) ~(2-35) 和 (2-43) 代入 (2-29) 可 导出 形 如 (2-36) 的 VCMKdV 型 方程， 
(Voy 十 co) Biyy 一 GE 一 Co 一 Vov)Go 十 e1Goyy 
— (Ago 十 Bo 十 oyyy) Bı =0, (2-44) 
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3(Vo, + co) Bayy — (G2yyy + e2 X82)Go — 3(Woyyy + Bo + M2c0)B, 

+2GoyG2yy + (G2y + e2)Goyy — 2GoyyyG? = 0, (2-45) 
2(Vo, + co) Bayy + (Giy + e3)Goyy — 2(Voyyy + Mco + 8o) B3 

—(Giyyy 十 esX)Go — 2WiyyyGa + 2V1,Goy, — GoyyyG1 + GoyG1yy = 0, 

(2-46) 

(Woy + co) Bayy — (Mco + Bo + Voyyy) Ba — (Vayyy + €5A8)Go 

+(es + Y2y)Goyy + ViyGiyy — YiyyyG1 = 0, (2-47) 
(Vo, + co) Bsyy — (Xico + Bo + Voyyy)Bs — (A8Go — Goyy)€o 

—Viyy- + Mir = 0, (2-48) 
(Voy, + co) Beyy 一 (A$co + Bo + Voyyy) Be 一 en 一 Covy)e4 

+A3Gor — Goyyr = 0, (2-49) 

ei = ei(7) (i = 0,1, --- ,6) 是 任意 函数 . 


2.8 VONLS 型 方程 的 导出 


为 了 导出 VCNLS 型 方程 , 可 以 做 如 下 形式 的 多 重 尺度 展开 
V — V(z, y, t, 6, T) = die, ut ele — cot), e2t), 
Vo — Vo(y, T) = Yoly, e^t), (2-50) 
其 中 = 是 无 穷 小 参量 , co 是 任意 常数 . 
把 (2-50) 代入 (2-3) 得 
WeerE + [Veys 十 20ze7 — (Voy + Wy 十 co)Wese]es 
+ [2VeVsye + Wryee — Ao ro + V) + Varr + eer 
— (3voy + 35, + 2co)Uzec + (V + in lun le" 
+ [20s Peye — (3uoy + 3Uy + co)Yzze + (Bo + M2co 
TUVzzy + Vyyy + Voyyy)Ve — (Voy + Vy + co) Wyve + 2Wzteje 
+ (86 — Poyðz) Anh — AWe + (Bo + Voyyy) Yz 
TJ(V, Any) = 0. (2-51) 
引入 渐进 展开 


V — e + eo + °p + O(e*), 
Wo — Vo 十 &V, 十 £?W»5 十 e?V3 十 O(e*), (2-52) 
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其 中 Vi = Vi(r, y, t, 6, T) (i "E 1,2,3), V; 三 V i(y, 7) (j = 0, 1,2, 3) XE BIZRAE BEI PR 
数 . 类 似 地 , 把 (2-52) 代入 (2-51) 可 得 O(e), O(e?) ftl O(e?) 的 系数 , 分 别 为 


(Bo + Voyyy)Vis — Mi + Arpit — VoyAr Yiz = 0, (2-53) 
(Bo 十 更 oyyy)wWaz — A Wt + Arpat — Voy Ah Vor 
= Aën, 一 2Wizte — Voyyr 十 (co + Voy) AnVig — (Viyyy + AnViy)Via 
(iy 十 Wiy)AnwWiz — (Voyyy + Mco 十 Bo)Wie + 2VoyVirze, (2-54) 
(Bo + Voyyy)Usz — MX0Vat + Anda — Voy Ah sz 
一 一 AhWir — ts Yzy + (Viy 二 Wiy)(AnwWaz 十 2Wizze + Anpe) 
十 (2co + 3Voy)Vizgg — (AnViy + Viyyy) Vr — ViyyyVae 
十 ( 亚 oy + co)Anpze — (Bo + Mco + Voyyy 2e + 2VoyV osse 
—(Wayyy + 2U1zye)Viz — VigAa Viy + (Voy + Vay)AnVis 
一 Wiltee 十 Mv. + MYir — Viyyr — Yote. (2-55) 


因为 (2-55) 是 线性 方程 , 所 以 它 的 解 可 假设 为 
pı = Go(y, T)A(£, r)e 770 + c.c. 三 Gohetkz 一 wb Lee, (2-56) 


Rm “ce” RRAN — AA. 把 (2-56) 代入 (2-53) 得 


(e 十 ki Wo, 十 kBo 十 wk? 4 wA YA Sous ) Aei(Kr—wt) 十 c.c. = 0 


kWo, +w Go 
(2-57) 
可 知 , 依赖 Vo 那 一 部 分 与 长 期 项 相关 , 因此 该 项 须 为 零 . 故 Vo 必须 满足 
kWoyyy + k(k? + Fo)Woy + kbo + wk? + wA? +wF ss 0. (2-58) 
由 此 可 解 出 Go 为 
Go = F, sin(/ Foy + F3), (2-59) 


其 中 Fo, A 和 F2 是 关于 时 间 7 的 任意 函数 . 
把 (2-56), (2-58)~(2-59) 和 


Vo = GoGi(r) Aget 9? 二 cc. 十 Go(y,r)l4? 
= Got? Ace 7790 十 c.c. 十 Gazl4? (2-60) 
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代入 (2-54) 得 
fiGok(Yiyy + ViyFo + ViVyk?)A 十 So wo + cok(Fo + A8 + k?) 
Fw(k? — Fo — X)| Ac jetke-o 1 ep, + (Voyy — Abel, = 0. — (2-61) 
显然 , 由 于 和 久 期 项 相关 , 因此 


(Woy, — Ao Yo)r = 0, (2-62) 
同时 求解 (2-58) 和 (2-62) 可 得 特 解 
Yo = Ciy + Co, (2-63) 
R= Mer AE tO (2-64) 
把 (2-63) fil (2-64) 代入 (2-61), 由 eiW*-%9 项 的 系数 为 零 , 得 v. 须 满足 
Wiyys t Ne rtg, = 0. (2-65) 


由 于 (2-63)~(2-65), (2-61) 仅 当 
im AC, Eu 十 2C2k? ch, Ade Ci + 2w?k + w Bo 


Hä OI SS 
时 具有 非 平 凡 波 解 . 
2.8.1 利用 y 平均 方法 导出 VCNLS 型 方程 
把 以 上 结果 及 
V3 —0 (2-67) 
代入 方程 (2-55) 得 
Yelkr X. yre krut + v = 0, (2-68) 
其 中 


41=Gok(Po — C1)2) A, — (zk + Xw — 201k? — 25k? 
HiGik(Bok + Mw)Wiy — i(w + CAE)(Gik — dën Go A; 
+ikGo( (Cik + w)Gayyy — (Bok + ABw) Gay )| AP A 


+k(iGolw + Ci) Ways, + Go(Bok + Mj) Way 

nd w + Cik 
Cha; — bo 

—3kC, bo + 3AZwC) — 8k?C,u — 44302 — 4kw?) Ais; (2-69) 


CA — Bo)Gor JA Go(3kC24$ — Auf 


2.3 VCNLS 型 方程 的 导出 LL 


w= {4k?GoyGo — k (CA2 — fo)^! Ko, A2 — 2k?C, — Bo 
—2kw)(w + kC1)Gayy + (A99C1 — Ak? Cio — 2k* A2 C2 
uh — 2k? + k& C18 — k68)62] (AP), 


HE — XA. (2-70) 

要 消去 不 同 指数 的 系数 要 求 
WA 0, (2-71) 
^ 20. (2-72) 


AA (2-70) 为 零 可 知 式 中 依赖 V 的 部 分 与 久 期 项 相关 , 所 以 为 了 消去 久 期 项 , Vs 
需 被 进一步 限制 为 


(Viyy — 和 1 亚 1)> -— 0. (2-73) 


同时 求解 (2-65) 和 (2-73) 得 一 般 解 


8 . | A02w + Bok 
V; = C5 + C3 sin | rn y 十 d A (2-74) 


其 中 Co, C3 和 C4 是 任意 常数 . 由 (2-70), (2-71) 和 (2-73) 知 , G2 与 Go 相关 联 
(w + kC1) (CN — 2EO — 2kw — Bo)G2yy — (MwC1 — kp? 
—Ak? Cw — 2k* NO? — Mufa — 2kX3w2 + kën Mée 
—AK?(C1A8 — Bo)GoGoy = 0. (2-75) 
联 立 (2-69) 和 (2-72) 并 对 y 从 0 到 yo 积分, 便 得 到 VONLS 型 方程 
iA 十 eo4se + iei Ag + e| A|? A + (e3 + ie4}A = 0, (2-76) 
其 中 €i (i ES 0, 1, 2,3, 4) 为 


_ yo(w 十 kC3)? (Ak?C, + 4kw — SCH Aë 十 3o) 
KUCH AA — Bo)? 


_ 2kC3(w TkCi)|. EN a Agw + kbo 
SESCH bon sin ( EE yo + Ca | |. (2-78) 


(2-77) 


cdi 2k F2 kbo + Mw 十 k?w 十 k3C, 
m — CY - 2k?C, 一 2kw — Bo w + kC 
. | kënt Me + k?w + k9Ci 
x konn sin c ger ze? 十 2F2 


k?(w 十 ECH) yo : 
OX - 2&2, — 2ku — Bo ji G2udy, (2-79) 
Z M v ut KC: Mw + kbo + ko 
€3 = ea(T) zum ar 一 Bo V2yyy 一 Ci X- Bo 一 一 业 2vdy/， (2-80) 
yo 
= e4(7) = d (In Go). dy, f 


V2 是 未 定 函 数 , Go 由 (2-59) 给 出 , G2 通过 (2-75) 和 Go 相关 . 
2.3.2 LTHT 方法 导出 VCNLS 型 方程 
不 同 于 (2-67), 假设 


Vs — [Ga(y, T) Aee +iGa(y,T)Ae + Gs(y, T)|A|? A 
--(Ge(y, T) + iGz(y, 7) Aje ^7 9? + c.c., 
= [Gs Agg + Za Ac + Gs| AI A + (Ge + Gel Je 7790 
+c.c. (2-82) 


把 (2-56), (2-59), (2-60), (2-63), (2-64), (2-66) 和 (2-82) 代入 (2-55) 后 得 到 形 如 (2-68) 
的 结果 , 其 中 Yo 由 (2-70) 给 出 , mi 为 


y=i ac 十 jw + kbo + Mw)(w + kC1)Gs — (w + kCi)* Gsyy 
-k(Aĝw + kfo)GoGay + k(w + kC1)GoGovw | | AI A 
4 bp, + kC,)GoWoyyy — ik(A2w + kio) Go Way 
+i(k3C1 + ku + kBo + A2w)(w + kCi)(Gg + iG7) 
—i(w + kC1)?Geyy — k(CiM — Bo)Gor + (w + kC1)?Gryy| A 


lc, + Ku + kpo + Agw) (w + kCi)Gs — (w + KC1)?Gayy 


(w+ kC)? 
C1X - 


* io ue — i)Go iyu, — (AG ko + KG, Bo 


gz Ci X — AK?C, — 4kw — 359)Go| abs 
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—iMw + 2ik*C, + 2ik?u — ikBo)GoWiy + (w + KOCHT Gayy 
— (uw + kC4) (KC, + k?w + kBo + Xiw)G4| Ae 
—k(C1X$ — Bo)GoAr. (2-83) 


因为 Yo 仍 由 (2-70) 给 出 , 所 以 V; 仍 为 (2-63), Ga 通过 (2-75) 与 Go 相关 . 最 后 
从 (2-72) 和 (2-83) 出 发 可 得 VCNLS 型 方程 , 形式 同 (2-76) 但 ei(7) (i = 0,1,2,3,4) 
分 别 为 


liko) ` ba - KO  K'o + kBo + Mw 
— ECCLA — Boy Go L YY w + kC: 


-Go(3C1A2 — ARC — 4kw — 35)]. (2-84) 


E w 十 KC 
HCH A — Bo)Go 


AZw + kbo Aàw + kbo 
一 一 2 — 0 ase 0 EST 
. —2k C3Go4] "ENS d DER. yt C4] |， (2-85) 


WA w + KC, 
FC A6 — 8o)Go 
2 
一 Pae GoGo, 一 (w+ KC ien j (2-86) 
8 w + kCi 

ui k(C1Mà — Bo)Go 
KA + ko) 

= w-4kCj 


€4 — (In Go); Se 


€0 


G3 


€1 ec ES k?w + kBo 十 Mw)Ga (w 十 kC1)Gayy 


[kGoG2vuy T (k*Ci T kw 十 k 9o 十 Nw)Gs 


es [kGoWayvy + (BC + Ka + kf + Xj) Ge 


GoV 5, — (w + kCi)Gsy, (2-87) 


w + kCi 
FC, Aé — Bo)Go 


E E KO inn), | (2-88) 


[G9 C1 + Iu + ko + Aal 


其 中 wo, Gi (i= 3,4,5,6, 7) 是 任意 函数 , Go 由 (2-59) 给 出 , G2 由 (2-75) 确定 . 
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事实 上 , 在 很 多 情况 下 , 单个 模型 无 法 描述 物理 现象 而 必须 采用 耦合 型 方程 . 因 
此 , 这 一 节 中 , 我 们 选取 一 个 二 层 流 体 模 型 


qit T J(V1, qı) T BV -= 0, (2-89) 
ga + J (2, q2) + B2; = 0, (2-90) 
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其 中 J(a, b) 三 azby — bray, 


qı = Wizz + Viyy + F (V9 — V1), (2-91) 

q2 = V2zz + Vayy + F (Yı — v) (2-92) 
作为 出 发 点 , 讨论 如 何在 长 波 近似 下 用 多 尺度 方法 导出 二 分 量 KdV SS BIS 
KdV 方程 . 

在 (2-89)~(2-92) 中 , F 是 两 层 流 体 之 间 的 弱 耦 合 常数 . 8 = Bo(L?/U), Bo = 
(2w/ao) cos go, 其 中 ao 是 地 球 半 径 , wo 是 地 球 自转 的 角 频 率 , oo 是 纬度 , U 是 特征 
速度 标 其 . 7018 4407; E (2-89) (2-90) 的 导出 基于 特征 水 平 长 度 标 度 工 = 108m 和 
特征 水 平 速度 标 度 U = 10-1 m/s. 更 特殊 一 点 , 当 8 = 0 时 , 2-91) (2-92) 组 成 的 
系统 可 化 简 为 普通 的 耦合 欧 拉 方 程 . 这 种 方程 适合 描述 两 层 无 黏 流体 . 

为 了 导出 KdV 型 方程 , 在 z 方向 采取 长 波 近似 , 则 流 函 数 vi. vo 须 具 有 如 下 


ÉA: 
Vi em Qio(y) 十 pi(e(z cot), y, e*t) 
三 Qioly) T del X, y, 1) 三 Óio 十 Di, i 一 I, 2, (2-93) 
其 中 = 是 一 个 小 参数 . 假定 两 层 流体 之 间 的 耦合 是 弱 的 , 而 且 地 球 的 旋转 效应 很 小 ， 
因此 可 以 取 F, 8 分 别 具 有 = 和 6? 阶 是 合理 的 , 具体 为 
F = Foe, B= Be. (2-94) 
展开 流 函 数 o; (i = 1,2) 为 


di -= ehi E, y, T) 十 e^o (X, y, T) T esp13(X, y, T) T O(e*), (2-95) 


Q2 = €Ó21 (X, y, T) 十 e $22(X, y. T) T eat k, Y, T) Ke O(e?). (2-96) 
把 (2-93)~(2-96) 代入 (2-89) 和 (2-90) 得 


Hänn, — c)8yy — Ployyy] bi1xe + {[(bi0y — c)8yy — Plovyy] $12x 
-Fo(1oy — c)ózix + [Fo(co — dans) + dinn 一 giliyvgiiyyxje” 
+{[(ġ10y — c)Oyyx — Ployyy Ox 013 — Pi2y P11yyx — drai zua 
Lëns — co)(Fogp22 + $i1x x)x + DivyT — Foix Qiy + [P12yyy 
Foó2iy 4- län: zs -[Fo(co —é20y) - di tal zx Le)  O(e?) 20, — (2-97) 
(6204 — c)ðyy — ó20yyy]d21x €? 十 {[(dooy — c)ðyy — $2oyyy] 22x 
-Fo($2oy — c)óux 十 [Fb(co — 1oy) + óz1yyylózix — boy polyyx Le" 
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+{[(@20y — c)Oyyx — $20yyyOx1$13 — P22y P21yyxX 一 P21y P22yy X 
二 (42oy — co)(FoQua + 621x x)x  óziyyr — Foduxó2zw + lóz2yyy + BI 
+Fopiiy] boix + [Folco — 10y) + ó21yyy]ló22x Je) + O(&?) = 0. (2-98) 


使 得 (2-97) 和 (2-98) 中 的 e^ 项 均 为 零 可 得 一 组 特 解 


bi = Ai(X, T)Bi(y) = AB), (2-99) 
$21 = Aa KE T) B2(y) = A2B», (2-100) 


这 里 Bi, Bo 以 下 面 的 形式 与 Aua, 020 相 联 系 : 


UoyyB1 — Blygioy + C1 =0, dn = Ug + coy, (2-101) 
Voyy B2 — B2y$20y + C2 — 0, $20 = Vo + coy. (2-102) 


其 中 Ci, Co 是 任意 常数 . 


利用 关系 式 (2-99)~(2-102) 分 别 消去 (2-97) 和 (2-98) 中 的 s 项, 然后 对 X 积 
分 一 次 , 去 掉 积分 函数 , 可 得 


2dioy( Bio — Biyy) $12 + Bı[b11 A? — 2Fo(Big20yA1 — B2610,42)] = 0, 
2920y (B20,y — Boyy) p22 + B2[b21 A3 — 2Fo( B2910y A2 — B1ó20,A41)] = 0, 


其 中 
bii 三 Bı Biyyy = Biy Blyy, bol 三 B» Boyyy we Boy B2yy. (2-103) 
易 证 


$12 = (B34? + BoA1 + BaA2)Bi, 
$22 = (Bs A2 + Be A1 + B7A2)B2, (2-104) 


其 中 Bo, Bs, Ba, Bs, Be, B; 是 y 的 函数 ， 并 且 由 下 面 的 关系 式 确定 


bo . b Bib 
Boy B$’ boy E DR, Bay wes B? b3y E Lm (2-105) 
bs B2b21 
Bu = =, bay = —FoBoBi, Bs = Lx, bs, = 一 一 人 一， (2106 
åy B? dy 022211 5y B2 5y gi ( ) 


b b 
B3 B5 gi 
fiUo, gı Vy. (2-108) 
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利用 式 (2-99)~(2-100) 和 (2-104), (2-97)~(2-98) 中 的 四 阶 项 可 化 为 
fi(Oyy — BI Byyy)bisx + BivyAixT + fıB1Aıxxx 
+Fo(gı Bı B4 — fı B2B7)A2x + 2fı Fo B2B54A242x 


—(8ıBı — Fogı BoBı + FofıB2Be6)Aıx + Babii( Ai A2)x 


Fogı Bı Es di Bı ) 
02 0 BIBLE B 
| fi Ba h g1 UM ES 


d. 
2f? 
+b11(6B3 f? + 3fıBıy — c1)]A?Aix = 0, (2-109) 


+2b11 Bo Gg 2Fog1 Bi Be An Aix 十 [- fi Bibiiy 


gi(8yy — B3! Boyy)ó2ax + BoyyAoxT + gn Ba dax XxX 
t Fo(gi B1 Bo — f B3Be) Aix + 2gı Fo B1 B4 A1 Aix 


—(8ı B2 — Fof1Bz Bo — Fog1 Bi B4) Aox + Debat A1 A2) x 


Fo fı B2 (25 c1 B3 ) 
EE EE 
| gıBı gı 万 SEH SR 


1 
+2b21 B; 一 "Päpp, 4242x + ggz 91 Baby 
1 
+b21(6Bsg? + 391 Bo, — d1)] A2 Azx = 0. (2-110) 


类 似 地 , 在 此 遇 到 一 个 求解 (2-109) 和 (2-110) 型 方程 的 问题 . 我 们 重申 一 下 ， 
采用 在 大 气 和 海洋 动力 学 中 通常 采用 的 y 平均 方法 时 取 $us 和 dos ME OI 
提 到 过 , 这 样 的 一 种 选取 可 能 会 产生 不 自 洽 性 问题 . 因为 (2-109) 和 (2-110) 的 系 
数 显 式 依赖 于 y, 而 A, 42 DUE X,T 的 函数 , 除非 所 有 依赖 于 y 的 系数 相互 成 
比例 .然而 在 An, = dos = 0 时 仔细 分 析 (2-109) 和 (2-110) 可 知 通过 选 定 十 个 
函数 Bo, B1,… , B7, Uo, Vo 相互 成 比例 (14 个 条 件 ) 并 且 满 足 (2-101)~(2-102) 和 
(2-105)~(2-107) ( 共 22 个 条 件 !) 是 不 可 能 的 . 所 以 为 了 避免 这 种 非 自 洽 性 , 传统 的 
做 法 就 是 把 方程 对 快 变量 y Hu 到 yo 积分 . 下面 只 给 出 采用 LTHT 方法 导出 耦 
合 KdV 方程 . 

容易 验证 , E 


013 一 71 d Air AAA + ra A? 十 ra Ai 十 r441 十 r5414。 
十 r642 十 r742 4 T&Áix x, (2-111) 
T — / PE AS A E E N i O h 


+364? 十 5741 十 SgÁ2xx, (2-112) 
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其 中 
ri= Bi y Qm ; |/ d Ri(y')dy'dy" 
1 Bi ~ 3 


"ET E f B EU f Si i )dy'dy", i= 1, KEE 8, 


LE , Rg = ien Bn + fıBı), 
h P 


R = eh [Bi fibiiy + bui(c1 — 3f1 Bıy — 6Bs f1)], 


fes B? Fogi (28 à. B3B, 一 Bı B», 8 ci 


2fi Bzfı fi 
Fodi Bj Bı 
— —-(as Biyy + 511 Bo), 


B 

Ra = grell B; — FoBoBigi + FofiBa Bo), 
Bi 

R; = "e Jona 十 bii B4), 


B 
Hg 一 [(a2 a5) Biyy T Fo fi B2 Bs] , 


F d 
Ra = 5 : (gı Bı B4 — f3 B2B7), 
An Bə B 
pa a EE ti: 
gi gi 


B 
S2 = gg Bombay + bazı (dı — Zen Bo, — 6Bs9i)], 
1 


S= B2 Fofi (an 4, BiBoy — BaBiy x) 
2gi gi Bi gi 


cı Fo B3 Bə 
+ + — (65 Boyy — ban B7), 
2g B, Se? 5 B2yy 1B7) 


B 
94 = AB: — Fo Bz Bof; + Fogi Bi B4), 
B 
S5 = PALLA — ban Bs), 


B 
56 — A [(62 — 65)Biyy — Fog1 Bı B3], 


B 
S7 = ? (oy Bu Bo — fi Ba Bs), 


WA Bi, Bo 是 任意 的 , 那么 Ai, Ao 满足 如 下 耦合 KdV 系统 


Air +ali4241x + (0242 +as4142 + o4A1x x - a5 A2)x — 0, 
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Aor + 51A2A1x + (62A? + 63A1A2 +644o2xx 十 6542)x 一 0， 


式 中 含有 十 个 任意 常数 ai ði (i = 1,2, 3,4,5). 

在 文献 [175] 中 , EES KAN 方程 作 了 Painlevé 分 类 并 且 给 出 了 多 孤子 
解 . 在 后 面 的 第 八 章 里 将 对 此 耦合 KdV 方程 进行 可 双 线 性 化 分 类 . 

这 里 , 我 们 只 是 推导 了 常 系数 耦合 KdV 方程 , 要 得 到 变 系 数 耦 合 KdV 方程 的 
推导 过 程 是 类 似 的 , 另外 也 可 以 类 似 地 推导 出 变 系 数 耦 合 MKdV 型 和 NLS 型 方程 . 
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在 处 理 无 界 空间 的 一 维 线性 波动 问题 时 ， 人 们 熟知 的 最 简单 的 方法 是 行 波 
法 0%, 197), 当然 也 可 以 采用 分 离 变 量 法 和 傅 里 叶 变换 法 25 1. 如 何 成 功 地 将 线性 系 
统 中 适用 的 各 种 强 有 力 方 法 推广 到 非 线 性 系统 是 非 线 性 科学 研究 的 重要 问题 ?34. 
本 章 讨 论 如 何 将 行 波 法 推广 应 用 到 非 线 性 系统 . 


3.1 线性 波动 方程 的 行 波 法 
对 于 1+1 维 线性 波动 方程 
Utt — C2uzz = 0, (3-1) 
通常 的 行 波 法 Ba37] 是 首先 作 下 述 变换 : 
EECH (3-2) 


Bp 
€£—r-dcn2z-—c. (3-3) 


在 变换 (3-2) 下 , 线性 波动 方程 (3-1) 成 为 
ugn = 0. (3-4) 
对 上 式 进 行 两 次 简单 的 积分 即 可 得 到 线性 波动 方程 的 通 解 
u = fi(z + ct) + fa(z — ct), (3-5) 


其 中 file ++ ct) 和 fo(z 一 ct) DAE r+ ct RI x — ct 的 任意 函数 . 

由 于 (3-5) 中 的 fila + ct) 代表 了 以 速度 c 向 左 (x 负 方 向 ) 运动 的 行 波及 
fala — ct) 代表 了 以 速度 c 向 右 (z 正方 向 ) 运动 的 行 波 , 所 以 上 述 求解 方法 通常 称 
之 为 行 波 法 . 

人 们 不 难 从 上 面 的 求解 过 程 看 到 , 这 个 方法 不 能 直接 应 用 到 其 他 方程 , 特别 是 
非 线 性 方程 . 为 了 寻求 其 他 方程 , 特别 是 非 线 性 方程 的 行 波 解 , 我 们 先 用 不 同 的 方法 
来 重新 导出 (3-5) 式 . 
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以 速度 v [8] z 正方 向 运动 的 行 波 可 表示 为 
u = u(x — vt) Zu(X). (3-6) 
将 (3-6) 代入 (3-1) 可 得 
(v? wx c)uxx = U. (3-7) 


由 (3-7) 可 得 三 个 特 解 : 
(1) 右 行 波 解 
v -—c, ui = fi(x — ct), 


fi A x- ct 的 任意 函数 . 


(2) 左 行 波 解 
v = —c, us = falx 十 ct)， 
fo J zc ct 的 任意 函数 . 
(3) 代数 解 
us 一 aX +b = Tele et) e 25 2C (z + et) 4- b, 


其 中 a, b, v 为 任意 常数 . 
对 于 线性 微分 方程 , 线性 全 加 原理 成 立 . 因此 将 上 述 三 个 特 解 线性 至 加 并 将 us 
的 两 部 分 重新 吸收 到 ul 和 uo 就 可 重新 得 到 线性 波动 方程 的 通 解 (3-5). 
虽然 由 上 述 方法 得 到 的 解 不 知道 是 否 是 通 解 , 但 是 这 个 方法 可 以 推广 到 求 其 他 
方程 包括 非 线 性 方程 的 行 波 解 . 在 讨论 非 线性 方程 的 行 波 解 之 前 , 我 们 就 行 波 法 的 
物理 实质 作 一 进一步 的 探讨 . 为 此 首先 定义 一 个 方程 的 对 称 和 和 群 不 变 解 的 概念 (92]. 
定义 3.1.1 设 4 是 所 考虑 方程 的 任意 解 , 如 果 变 换 后 的 解 us 


uuj-—u-dec (3-8) 


也 是 同一 方程 的 解 , 其 中 e 为 无 穷 小 量 , 则 称 o 为 该 方程 的 对 称 , (3-8) 为 对 称 变换 . 
定义 3.1.2 WR u= u 在 某 一 对 称 变换 下 不 变 , 即 (3-8) 中 的 o 为 零 , 则 称 
该 解 为 群 不 变 解 . 
很 容易 验证 , 一 般 行 波 解 表达 式 (3-6) 是 简单 方程 


Ut vu, —0 (3-9) 


的 一 般 解 因此 要 了 解 行 波 法 的 物理 意义 及 适用 范围 , 可 以 从 (3-9) 的 物理 意义 着 
手 . 为 此 来 看 与 时 空 平移 不 变性 相对 应 的 对 称 . 
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考虑 下 述 时 空 平移 变换 
u(z,t) — u(z + ve,t +£) (3-10) 
的 无 穷 小 变换 ( 即 e 为 无 穷 小 ) 可 得 
u(x,t) > u + elfu: + vuz) + O(e?). (3-11) 


从 (3-11) 可 知 , 与 时 空 平移 不 变性 相对 应 的 对 称 为 o = u + vus, (3-9) 正 是 与 时 空 
平移 不 变性 相对 应 的 对 称 约束 方程 , 从 而 行 波 解 是 时 空 平移 群 的 群 不 变 解 . 因此 行 
波 法 适用 于 时 空 平移 不 变 的 物理 系统 . 


39.2 ” 非 线 性 系统 的 行 波 约 化 
B 1+1 维 非 线性 系统 具有 下 述 形式 
K (u, uz, Ut, Met, Meng, 1 = K(u) = 0, (3-12) 
其 中 


Atiu 

Tid, 

根据 3.1 节 讨 论 , 若 (3-12) 存在 行 波 解 , 则 要 求 K (u) 是 时 空 平移 不 变 的 . K(w) 的 时 

空 平 移 不 变性 要 求 K(w) 不 显 含 时 间 和 空间 坐标 , 也 就 是 方程 (3-12) 是 自治 的 . 
对 于 自治 的 非 线性 方程, 将 行 波 解 (3-6) 代入 (3-12) 即 可 得 行 波 约 化 


Uri = 


K(u,ux, em. A A d'Bee (CA e d'A) (—-vy ux, SS d zx. (3-13) 

具体 的 行 波 解 可 以 由 求解 上 述 行 波 约 化 方程 (3-13) 得 到 . 下 面 给 出 一 些 具体 
非 线性 系统 的 行 波 解 

3.2.1 KdV 方程 的 行 疲 解 


KdV 方程 
ut 十 6uu; 十 rrr = 0 (3-14) 

的 行 波 约 化 为 
—vux -6uux +uxxx =Q. (3-15) 


KAV 的 行 波 约 化 方程 (3-15) 的 一 般 解 可 以 直接 积分 得 到 , (3-15) 的 一 次 积分 为 


C 
—vu 十 3u? 十 uxx 一 SCH 
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其 中 C 为 任意 积分 常数 . 将 ux 乘 以 上 式 不 难得 到 KdV 方程 的 一 般 行 波 解 的 积 
分 表达 式 
- df 
VO f + Ca - vf? 一 275 
其 中 Xo 和 Co 是 两 个 任意 积分 常数 . 
对 于 KdV 方程 的 一 般 行 波 解 (3-16), 需要 作 以 下 四 点 必要 的 注 记 . 
注 3.2.1 (3-16) 表示 的 是 KdV 方程 的 一 般 行 波 解 . 文献 中 给 出 的 行 波 解 都 
是 (3-16) 的 特殊 情况 (积分 常数 C1,C2 和 Xo 的 某 种 特殊 选择 ) 或 等 价 表示 (积分 
常数 C1,C2 和 Xo 的 某 种 不 同 标记 ). 一 些 文献 中 经 常 出 现 的 所 谓 KdV 方程 的 “新 ” 
的 行 波 解 实际 上 都 不 是 新 的 . 
ik 3.2.2 (3-16) 表示 的 仅 是 KdV 方程 的 一 般 行 波 解 而 不 是 一 般 解 . 到 目前 
为 止 任何 方法 都 无 法 给 出 非 C 可 积 模型 (直接 可 以 积分 或 通过 某 种 变换 可 以 直接 
线性 化 的 模型 称 作 C 可 积 模型 ) 的 一 般 解 . 
注 3.2.3 由 (3-16) 表示 的 两 个 不 同 的 解 (不 同 的 积分 常数 的 选择 或 不 同 的 正 
负 号 选择 得 到 的 解 ) 的 线性 全 加 得 到 的 表达 式 不 是 KdV 方程 的 解 . 
注 3.2.4 对 于 KAV 方程 的 物理 上 有 意义 的 非 奇异 的 行 波 解 只 有 两 种 非 等 价 
结构 : 孤立 子 解 


es ELE — Xo), (3-16) 


u = zsech? E 一 xo) ) (3-17) 


和 周期 解 i 
u = 3" — 2m?) 十 gU 2k?^m?cn? (k(X — Xo), m), (3-18) 


其 中 对 于 孤立 子 解 , C: 和 C2 为 零 , 而 对 于 周期 解 (3-18), 任意 常数 C1 和 Co 由 另 
外 两 个 任意 常数 上 和 m 来 给 定 : 


Cı = Sa 4 m* — m?)k* — cu, 

SE =o — m2)(2m? = 1)(m? A (DR — zol 4- m* — m?)k* 4- zig 
cn(z, m) 为 Jacobi 椭圆 函数 , m 为 Jacobi 椭圆 函数 的 模 . 孤立 子 解 (3-17) 是 周期 
解 (3-18) 的 周期 为 无 限 大 (m 一 1) 的 极限 情况 . 

3.2.0 MKdV 方程 的 行 波 解 
MKdV 方程 
u: +6au us + tszs — 0, a— kl (3-19) 
的 行 波 约 化 为 


—vux 十 6au?ux +uxxx =0. (3-20) 


3.2 ” 非 线性 系统 的 行 波 约 化 33. 
类 似 于 KdV 方程 的 行 波 约 化 , MKdV 方程 的 一 般 行 波 解 也 可 以 直接 积分 得 到 , 结 
RUN 


E EE 
| r ge 
其 中 Xo, C1 和 C2 为 任意 积分 常数 . 
对 于 MKdV 方程 的 一 般 行 波 解 (3-21), 物理 上 有 意义 的 一 些 非 奇异 的 行 波多 


有 
u 一 土 Vvsech (V(X — Xo), a-1, Ci=0=0. (3-22) 
第 二 类 孤立 子 解 ( 扭 结 解 ): 
u = + tanh Fe 一 xa) , Q= -1, 0,290, C$ = us (3-23) 
第 三 类 孤立 子 解 : 
c(8a — vc?) — d(4a — vc?) cosh [V12ac-2 — 2v(X — Ko)) 
ein islas Mos Gu paca e (3-24) 
d(vc? — 4a) (c + d cosh | /12ac-? — 2v(X — Xo)]) 
其 中 


2ac? 


- 4a — vc? 
第 三 类 孤立 子 解 对 两 种 MKdV 方程 (a = +1 或 a = —1) 都 存在 , 但 参数 c 和 w 的 
选择 应 满足 条 件 : 


d* (3-25) 


KEE e va > 0. (3-26) 


需要 指出 的 是 , 虽然 KdV 方程 和 MKdV 方程 由 Miura 变换 
uKdV = deg 一 auMKkadv (3-27) 


相 联系 , MKdV 方程 的 孤子 解 结构 要 比 KdV 方程 丰富 . 原因 是 Miura 变换 并 不 是 
可 道 的 一 对 一 的 变换 , 它 可 以 将 MKdV 方程 的 几 个 不 同 的 解 变 换 到 Ka V. 方程 的 同 
一 个 解 

MKdV 方程 的 周期 波 解 也 具有 比较 丰富 的 结构 ,下 面 列 出 四 种 形式 的 周期 波 
fi. 


| av v 
u = ¿m mi ( 2023-1 (X Kë X) m) , (3-28) 


A4. E WEE he 


其 中 Ci 和 C» 为 
on ee Scr 
第 二 类 周期 波 解 : 
uci Den ( vg e Xo) m) (3-29) 
其 中 C, 和 Co 为 i 
Oh Gro 
第 三 类 周期 波 解 : 


_ d(Qm? — 1)C? — 2d?m?|CN + C[2(m? — 1)C? + (1 — mid?) 
C[2(m? — 1)C? + (1 - 2m?)d?][d + CCN] 


CN 三 en(k(X — Xo), m), (3-30) 
其 中 C; 和 C» 
i» elm? (C — Ad)dk? 十 24(2a42 — vC?)], 


1 
Ca — ca IF (Ad — C)(C + 3Ad)m? — A*(3aA* — vC?)| 


C fll m 仍 为 任意 常数 ， 

(Gam? — 2vC?m? + vC?)d? + vC* (m? — 1) 

C? (2m? — 1)(2C?m? + 2m?d? — d? — 2C?)' 
d(2C?m? — C? — 2m?d?) 

C(B —2midi — 2024 20 m) 


k*=2 
A= 


而 d 由 下 式 决定 
[4(2m2 — 1)(C*m? + m?d* — C*) — 2d? (8m* — 8m? — 1)C?]a 
—(d? — 2m?d? — 2C? + 2C?m?y? vC? = 0. 
第 四 类 周期 波 解 : 


N V2av(m? — l)sn h | mm o (X — Xo), NI 
u = dL 一 -一 一 | 


相应 的 Cl 和 Co DH 


C = 4 Vavóv(1 — m?) | v?(1- m?y? 
177 204m?) " ^7  16a(14 m2)" 


02-1, (3-31) 
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当 Jacobi 椭圆 函数 的 模 m 趋向 于 1 时 , 第 一 、 二 、 三 类 周期 解 分 别 趋向 于 第 
一 、 二、 三 类 孤立 子 解 , 而 第 四 类 周期 波 解 趋向 于 平庸 的 零 解 . 


3.2.3 ” 非 线性 薛 定 说 方程 的 包 络 行 波 解 


ERER GE T9 7; RE 
igi 十 ldql|2g 十 aqzz — 0, a= +1 (3-32) 
的 包 络 行 波 假设 为 
q — Q(z — vt) exp[i(koz + wot + V(x — vt))] 

z Q(X)exp[i(koz + wot) + V(X)]. (3-33) 

将 (3-33) 代入 (3-32) f&dEZE MEE TS7; PERS Eu A8 d TU SO, 
aQVx x + 2aQxVx + (2ako — v)Qx = 0, (3-34) 
aQxx — aQV£ + (2ako — v)QVx + Q(Q? — wo — akọ) = 0. (3-35) 


(3-34) 和 (3-35) 的 一 般 解 为 


V(X)2Ci d Geet 一 5 X (av — 2ko) + C», (3-36) 
Q(X) = V f(Xy? + Co, (3-37) 
其 中 f(X) 由 下 述 积分 给 定 
pM -—UP 
co 一 Co(6aCo + v? — 4avko — 4auwg)2? — 2aCoz4 0» 


co = 4C? — 4aC3 + (4awo + 4avko — v?)C2, 


Co, C1, C2 和 Xo 为 任意 积分 常数 . 

对 常数 Co, C1, Co, wo 和 Xo 作 特 殊 选 择 , (3-36) 和 (3-37) 可 以 显 式 写 出 . 下 面 
是 一 些 有 意义 的 具体 例子 . 

(1) 亮 孤 子 解 : 如 果 取 常数 


1 
Co = C1 m ucl, wo = k? — kov + 70°, 


则 (3-36)-- (3-37) 即 是 众所周知 的 亮 孤 子 解 


q = V2ksech|k(X — Xo)]exp |; Qus — (v? — 4k?yt + 4c») . (3-38) 


. 36 . aa PRETEKA 


任意 常数 的 物理 意义 分 别 为 : k 表示 亮 孤子 的 宽度 和 高 度 , v, Xo 和 C» 表示 孤子 的 
任意 运动 速度 、 初 始 位 置 和 位 相 . 
(2) 灰 孤 子 和 暗 孤 子 : 如 果 取 常数 为 
Ed. uo A ju — SCH C? = OCH + zc? +202k?, 
则 积分 表达 式 (3-36) 和 (3-37) 成 为 灰 孤 子 解 


= V2kztanh?[k(X — Xo)] + Co exp (ikoz + iV (X) 


i — v? — 4vko + 6Co)t}, (3-39) 


V(X)= WEIT SN "E karetan [去 ktanh(k(X 一 Ko))| 


sech(k(X — Xo)) 
1+ tanh(k(X — Xo)) } | 
当 Co 关 0 Rf, (3-39) 式 表示 的 是 非 线性 薛 定 刘 方 程 的 灰 孤 子 解 . 文献 中 的 灰 孤 子 通 
党 是 (3-39) 的 特殊 情况 . 当 Co = 0 时 , (3-39) 即 是 众所周知 的 暗 孤 子 解 . 
(3) 第 一 类 周期 波 解 : 当 


6 m 1, wo = 5C + 2m?K? — k? + cv? — kov, 


其 中 


(3-40) 


C? = 5 Co(Co + 2m? k?) (2k? 一 Co — 2m? k?), 0 < Co < 2k? — 2m?k? 
时 , 3E ERE e ERITA Set rn — RE : 
q= vV/2m2Zk?cn?|k(X — Xo), m] + Co exp {ikoz +iV(X) 
+i (8m?k? — v? + Ak? — 4kgv + 6Co)t ), (3-41) 
其 中 


e 1 
YAI / DEER X5),m] 3:09 2^ 7 2 0 NW 


问 于 亮 孤 子 解 . 
(4) 第 二 类 周期 波 解 : 当 


1 
(iod dca E d a 5 Co - =u? — vko, 


C2 = ; Coa? A Co)(2m2k2 A Co), Co »0 
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时 , 3E£R TERRE EIS TT FEE rr EH AREA ITF É — RE: 
q= V/2m? Psi? [k(X — Xo), m] + Co exp {ikoz +iV(X) 
tma? +v? — 4k? — 4kov 十 6Co)t}, (3-42) 


其 中 


— Ci 
pneum / 2m?k?sn?|k( X — Xo), m] + Co 


ko, m, k, ko, Co 和 Xo 是 任意 常数 . 当 椭 圆 函 数 的 模 m 趋向 于 1 时 , 上 述 周期 解 趋 
向 于 灰 孤 子 解 . 
3.2.4 KP 方程 的 行 波 解 


前 面 几 节 的 行 波 解 讨论 限制 在 1+1 维 模型 , 实际 上 行 波 法 可 适用 于 任意 维 非 
线性 自治 系统 . 这 里 讨论 2+1 维 KP 方程 


dx - ; 2o zu s 


(ut 6uuz + Uzzz)z + Juyy = 0 (3-43) 
的 行 波 解 . 2+1 维系 统 的 行 波 约 化 应 有 下 述 形式 : 
uw=U(kr+ly— wt)=U(Y). (3-44) 


将 (3-44) 代入 KP 方程 并 积分 两 次 可 得 KP 方程 的 行 波 约 化 为 


312 + kw 
ka 


Uyy 十 U^ + U -- CiY c C$ — 0, (3-45) 


其 中 Ci 和 Co 是 任意 积分 常数 . 对 于 C1 7-0 的 情况 , (3-45) 等 价 于 第 一 Painlevé 
方程 . 当 C, = 0 时 , (3-45) 的 一 般 解 为 


ENN e (3-46) 


上 式 中 k, W, l, C, C2 为 任意 常数 . 


SEH 
c, — (kw — 3)? — 16) 
2E 12k6 i 
(ko-32)3 4, 4 32 ， 
C= 一 08 WA 25K 
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时 , 一 般 行 波 解 (3-46) 成 为 直线 孤立 子 解 


w E 2 2 
"aa sk [1 — 3sech"(Y — Kail 


直线 孤立 子 解 (3-47) 是 下 述 椭圆 周期 波 解 


U — Uo + 2k?°m°cn?(Y — Yo, m), 
QJ i4 2k? 2 
"wesen D 


的 模 为 m = 1 的 特殊 情况 . 对 于 周期 波 解 (3-49), 积分 常数 C 和 Co 被 取 作 


U3 
C=273 + 4(2m? — 1)U + 8k?m? (m? — 1)Uo, 
w? Du u 3i^ 4 4 2 
12k* 2k5  4k9 3 


3.2.5 ” 非 线 性 Klein-Gordon 方程 的 行 波 解 
mn 十 1 维 非 线性 Klein-Gordon 方程 为 


dV (u 
S uos Wb A ) = 0, 


jl 


C2 = 


(3-47) 


(3-48) 
(3-49) 


(3-50) 


其 中 V(w) 为 仅 依赖 于 u 的 任意 函数 . 物理 上 有 许多 著名 的 模型 对 应 十 V (u) 的 不 


同 选 择 : 
d 方程 
v(u) = SI 十 quu +C. 
d 方程 
V (u) = yd 十 : ut + Leys +C 
2 1^5 8 
李 政道 模型 或 o! + 9? 方程 
V(u) = jue 十 aa 十 m 4 C. 


sine-Gordon(sG) 模型 
M 
V(u) = EO cos(gu) 4- C. 
XX sine-Gordon(DsG ) 模型 


Vlu) za [cos (Zu) — n cos(gu)| +C 


(3-51) 


(3-52) 


(3-53) 


(3-54) 


(3-55) 
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等 等 . 
n+l 维系 统 的 一 般 行 波 解 由 下 式 定 义 


S kiti — wt 


ue DU LS ss | HUEL, (3-56) 


D k? — w? 
i=1 


将 (3-56) 代入 (3-50) 可 得 非 线性 Klein-Gordon 方程 的 行 波 约 化 方程 为 


dV (U) 
Uxx = sc (3-57) 


上 式 的 一 般 解 为 
ver) dz 
VO av 
对 于 具体 的 V(u) 和 特殊 的 积分 常数 选择 , 从 积分 表达 式 可 以 得 到 显 式 的 孤立 
波 解 或 周期 解 . 如 Ai 模型 的 一 个 周期 波 解 为 


— 2 t: 
Ug4 = c SE sn t> kizi — wt — Zo, d : (3-59) 


X 一 Xo . (3-58) 


A1 十 
ad -> ia 1 十 ën 
sG 方程 的 一 个 周期 波 解 为 


4 n" 
Uu. — = on |^ sn È kiti — wt — Zo, d i (3-60) 


4 
= k? — 
E L KE Gem 


TS PRI PRICE m 趋向 于 1 时 , (3-59) 和 (3-60) 即 趋向 于 Ai 模型 和 sG 方程 的 孤 
立波 解 . 

对 于 较 低 阶 的 自治 模型 , 其 一 般 的 行 波 解 通常 可 以 用 直接 积分 表示 , 但 对 于 较 
高 阶 的 模型 , 一 般 的 行 波 解 并 不 能 得 到 , 而 只 能 得 到 一 些 特殊 的 显 式 行 波 解 .要 得 
到 一 些 特殊 的 显 式 的 行 波 解 有 不 少 简单 方法 , 下 面 两 节 就 函数 展开 法 和 形变 映射 法 
作 一 些 介绍 . 


.40 . 第 三 章 “” 非 线性 方程 的 行 波 法 


3.3 “一般 函数 展开 法 : (079. 展开 法 


最 一 般 的 函数 展开 法 应 该 说 是 Painlevé 展开 法 ( 见 文献 [2], [34], [41], [51], [68], 
[115], [159], [190], (191], [193], [200], [211], (233) 和 (2451). 在 Painlevé 展开 法 中 , 展 
HF eR RI EN (任意 的 奇 性 流 形 ) 且 有 无 穷 多 项 . 为 了 得 到 具体 的 结果 通常 有 
两 种 做 法 . 第 一 种 方法 是 采用 截断 展开 (标准 截断 展开 或 非 标准 截断 展开 ). 第 二 种 
方法 是 采用 具体 的 函数 (而 不 是 任意 的 奇 性 流 形 ) 展开 . 使 用 具体 的 函数 展开 法 为 
许多 作者 所 采用 . 较 早 较 系 统 的 工作 有 Herman 的 指数 函数 展开 法 [94 和 很 多 作者 
采用 的 tanh 函数 展开 法 B291. 人 们 可 以 采用 各 种 各 样 的 具有 自 守 性 质 的 函数 (如 双 
曲 函 数 , 三 角 函 数 和 椭圆 函数 等 等 )8, !461. 最 近 的 较 完整 的 函数 展开 法 的 工作 通常 
是 基于 基 方 程 的 一 般 展 开 . 

下 面 给 出 一 个 较 一 般 的 函数 展开 法 : 000 展开 法 . 


3.3.1 $C») 展开 法 
一 个 一 般 的 N--1 维 非 线性 多 项 式 自治 微分 方程 (xo = t) 


A(u, ke LN e Han 2) pel £90? St ) = 0, (3-61) 


i —0,--.,N, oj = 0, 1,2,.…- 


(其 中 A 是 所 示 变 量 的 任意 多 项 式 函 数 ) 的 一 般 行 波 约 化 为 
N 
A @ Kiuz,'*.,， Il ër zeen itaji an $t ) = 0, oj = 0, 1,2,... (3-62) 
i=0 
一 般 的 函数 展开 法 的 思想 是 将 u(Z) RARAS -ERR (如 o) 的 多 项 式 或 有 理 
多 项 式 的 形式 . 这 里 取 o 为 Air) 模型 的 解 . 我 们 称 下 述 方程 


dë A uo" (3-63) 
t+ 一 0 
为 内 mm) 模型 . 通常 的 Ai 模型 和 Ap 模型 对 应 于 m = 0,n=4 和 m=0,n=6 有 是 
czi+1 = 0 的 情况 . 
设 忆 可 以 展开 成 o 的 下 述 有 理 多 项 式 形式 ， 


M2 | Ma | 
> ai oz A. bi M 
天 一 一 一 二 一 一 (3-64) 
3 Ait toz} Béi" 


j=0 j=0 


3.3” 一般 函数 展开 法 : am 展开 法 SR 


展开 式 中 的 正 整数 Mı, M2, M3, M4, Kı, Ko, K3, Ka 通常 可 以 由 领头 项 分 析 法 确定 ， 
即 由 非 线性 和 色散 效应 的 平衡 决定 ， 在 大 多 数 情 况 下 ， 人 们 采用 多 项 式 展 开 ， 即 
Ao mi Ap mom A m Bom oom By, e 0. 

如 果 Pz 本 身 是 一 个 $ 的 多 项 式 , 则 bi = B; = 0. 

将 (3-64) 代入 (3-62) 并 利用 (3-63) 可 得 


Pi(9) + Pa(9)9z — 0, (3-65) 


HE Pi = Pi(9) 和 P; = P(0) 仅 是 9 的 多 项 式 . 对 于 给 定 的 $, 式 (3-65) 对 于 任 
意 的 2 成 立意 味 着 多 项 式 Pi 和 忆 中 9 的 所 有 不 同 短 次 的 系数 应 为 零 . 这 些 条 件 
决定 了 展开 式 (3-64) 中 的 展开 系数 ai, bi, Ai, Bi, 行 波 参 数 ko, … ,kn 及 可 能 的 模 
型 参数 . 在 Pz 本 身 是 9 的 多 项 式 的 情况 下 , P» 可 视 为 零 . 

3.2 节 中 给 出 的 具体 的 显 式 解除 了 (3-60) 都 可 看 成 是 Ai! 的 特例 . 如 (3-17). 
(3-18)、(3-22)~(3-24)、(3-28)~(3-31)、(3-38)、(3-47) 和 (3-49) 都 是 o'(— 909) 
(m = 0,n = 2) 展开 的 特例 .而 (3-39), (3-41) 和 (3-42) 是 o^? (m = 2,n = 4) 
展开 的 特例 . 

下 面 给 出 一 个 直接 使 用 o0. 展开 法 求解 行 波 解 的 具体 例子 . 

3.3.2 综合 KdV-MKdV 方程 的 行 波 解 


我 们 称 
ia 十 Wuzzz 十 6aauuz + 6BU Uz = 0 (3-66) 
为 缔 合 KdV-MKAV 方程 . 
当 6 — 0,0 = 1 Rf, (3-66) 即 为 KdV 方程 (3-14), 而 当 8 = +1,a = 0 时 , (3-66) 
即 为 MKdV 方程 (3-19). 因此 , 假设 ab z 0, 相应 的 行 波 约 化 为 
—vux 二 uxxx + 6auux + 68u ux = 0. (3-67) 
使 用 Ai 的 最 简单 的 有 理 展 开 可 以 得 到 两 种 不 等 价 的 用 的 解 表示 的 行 波 解 ul 和 
U2: 


a1ó(X) 十 ao 
"o e(X) Ao ’ 


2 |3a(ao 十 al4o) , 3aga18 _ v 2 


U a(ao 十 5ai4o) | ai(2ai Ao + a9)8 4 
3 neni Eme e(X) 


, 280 _ 4oa(5ao 十 ai4o)  ao(aiAo + 2a0)B 
4 4 2 
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u2 = afia) — SC 


a? 
A 
其 中 ao,a1, Ao 和 C 是 任意 常数 . 对 于 合适 的 积分 常数 选取 , p(X) 可 以 用 熟知 的 
Jacobi 椭圆 函数 表示 .下面 是 缔 合 KdV-MKdV 方程 的 三 种 类 型 的 具体 的 周期 波 
解 : 

类 型 1. 


2 
$= 5 400 -IE e(t +C, 


_ a18n(kX, m) + ao 


“= TF Aisn(kX,m) (3-68; 
其 中 k,m 和 A 为 任意 常数 , vao 和 al 为 
v —6ao(o + ao) + (647 — 1 — m?)K?, 
ao 8 4 LEALI + m^ Ai - 2m) 
077328 ^ 2 JBA? i mi- AD ' 
a 2.24 L kütm'-24) — 
(28 "278027 Im- AD 
类 型 2. 
. a1cn(kX, m) + ao 
“= F Arn(kX,m)' (3-69) 
其 中 km, Ai 为 任意 常数 ， 
ys aget A oo tel t E (541 —1) 
14-42 
a, — — 2, 4 1 EA Ad + m^ Aj - 2m) 
TT 20 2 B(A? — 1)(m? 一 A?) d 
, 24 p EA(m? DA - 2m?) 
| — 98 Bü — A2)(A?(1 - m2) + m2) 
类 型 3. 
Le ajidn(kX, m) + ao 
“= 1-4 Aidn(kX,m)' (3-70) 


其 中 k, m, A1 AERE C, 


6(ao + a141)a + 6(ad + a2)8 + k? (5A — 1)m? 


— € 
v -—4k" + 13 22 : 


3.4 行 波形 变 映射 法 - 43 . 


gege e a e Em 
28 24/60 -— A2)(14- Ai(m? 一 1) 
29A k((m? — 2342 + 2) 


28 VBU- AD (Aim? —1) - 1) 


34 m = 1 时 , 类 型 1 的 周期 波 解 趋 向 于 单个 扭 结 孤子 解 ; 类 型 2 和 类 型 3 的 周 
期 解 趋向 于 相同 的 单 钟 型 铃 型 孤子 解 . 进一步 当 41 = 0 时 即 得 通常 文献 中 的 单 孤 
T. 


3.4 行 波形 变 映射 法 


上 节 给 出 的 一 般 函 数 展开 法 通常 并 不 适用 于 所 有 非 线性 系统 . 如 类 似 多 sine- 
Gordon 系统 的 非 多 项 式 ( 场 量 及 其 导数 的 多 项 式 ) 非 线性 系统 不 可 能 直接 应 用 基于 
多 项 式 或 有 理 分 式 的 函数 展开 法 来 得 到 行 波 孤 立波 或 行 波 周期 波 解 . 为 了 给 出 这 
些 模型 的 显 式 孤 立波 解 或 周期 解 , 这 一 节 给 出 一 种 较 一 般 的 行 波形 变 映射 法 . 

对 于 一 般 非 线性 方程 (3-12) 的 行 波 约 化 式 (3-13), 可 以 将 它 的 某 些 特 解 与 男 一 
个 简单 而 熟知 的 系统 , 如 


A(6,óx.óxx.: xm, ls D (3-71) 
的 特 解 通过 某 个 简单 的 形变 映射 关系 
u = F($6,0x,:--) (3-72) 


联系 起 来 . 

下 面 通过 一 些 简单 的 例子 来 具体 说 明 行 波形 变 映 射 法 . 
3.4.1  Sine-Gordon 方程 的 行 波 解 

n--1 维 sine-Gordon(sG) 方程 


n 
》 Ge — Pu + msin(g®) = 0 (3-73) 
j=1 
的 行 波 约 化 为 
n 
Kä kir, — wt 
Bxx+msin(g®) 20, X = EI. (3-74) 
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显然 不 能 直接 用 上 一 节 的 函数 展开 法 来 得 到 (3-73) 的 显 式 的 行 波 解 . 但 是 人 们 不 
难 直接 验证 下 面 的 映射 定理 : 
定理 3.4.1 WMF o; (i = 1,2,3,4) 分 别 是 ai 行 波 方程 


(ix = DCH — mg)éi + C191 二 Cn， (3-75) 

$3x = (2C — méig + (C1 — méig + Ci, (3-76) 

$3x = —(2Ci  mg)ó$ + C165 + Ci (3-77) 
和 

pix = —(2C 十 mng)94 十 (Ci 十 mng) 时 十 Cn (3-78) 
的 解 , 则 

T" SR " S arctan óix, jm o Pp; (3-79) 

® = 2 + ~ arctan dax, J = 0, £1, 02, (3-80) 

D3 = NT + arctan dax, j = 0, +1, +2,.-- (3-81) 
和 

$4 = mem i - arctan ġax, 7 一 0, 士 1, 士 2,……. (3-82) 
均 是 sG 方程 的 行 波 解 . 


利用 上 述 映射 定理 和 少 方程 的 已 知行 波 解 不 难得 到 sG 方程 的 下 述 六 种 类 型 
的 实 周期 波 解 


EE ee e l (3-83) 
g g 1 十 大 

237 2 

p, = E^ 土 一 arctan EE x). (3-84) 
(25 十 v EUT 2 eur A 

d. = 二 arctan E. yg FENE Ee el (3-85) 
Mt 十 1)r 4 DEES (X — Xo) 

Pa= +- : arctan |i es? : cmn (3-86) 

$,— mE UE: LE m rotan | 7 gj en( V -mg(X — Xo) D (3-87) 


3.4 行 波形 变 映射 法 45: 


Pr 二 Zi + 4 arctan D E he hee /—mg(X — Xo) : (3-88) 
9 9 Vl-k* V2+2V1—k2—k? 


其 中 任意 常数 为 Jacobi 椭圆 函数 的 模 . 周期 波 A. Do, De 的 实 解 条 件 为 (K^ < 
1,m > 0), Ba, Be, 6, 的 实 条 件 为 (k? <1,m < 0). 

3 k 一 1 时 , HAA (3-83) 和 (3-86) 趋向 于 非常 数 解 , 即 sG 方程 只 有 捏 结 型 
孤子 解 . 
3.4.2 双 eine Gordon 方程 的 行 波 解 


n+1 维 双 sine-Gordon(DsG) 方程 


Kä Qzjr; — Ptt 下 Qsin(gy) ES Dein Zoe) =0 (3-89) 
j=1 


的 行 波 约 化 为 


n 
x kir — wt 


exx t asin(go) + Bsin(2gp) 20, X = 4. (3-90) 


n 
5» - V? 
i=1 


显然 , 如 果 知 道 了 DsG 方程 的 解 , 要 知道 相应 的 sG 方程 的 解 只 要 取 极 限 a 一 0 或 
8 一 0 即 可 . 然而 如 果 要 从 简单 的 sG 方程 的 解 形变 到 相对 复杂 的 DsG 方程 的 解 则 
要 困难 得 多 . 对 于 行 波 解 , 这 个 形变 关系 可 以 简单 地 由 下 述 形变 定理 给 定 : 

定理 3.4.2 如果 $i, $2 是 行 波 sG 方程 
4o? -4m?—- 8? — 


2 
$2, — 2 cos(g$1) + is 0 (3-91) 
和 
2m 4a? + 2m? — 6ma — B? 
SEET eg E a 
Goes cos(g®2) + T EEEE, (3-92) 
的 解 , 则 ` 


Ai. A |B + 2m + 2a g 

1 = + S arctan | 8-3 2m — 2a tan 的 ] (3-93) 
_2(2j+1)r , 4 [2m + 2o — 8 g 

2 一 + 2 arctan | 2m — B — 2a tan (391) ; (3-94) 
Ais 4 B — 2m 4 2a g 

p3 = S £ S arctan I | Hom Ja tan Gell (3-95) 
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2(2j; -1) 4 2a — B — 2m g 
eal ee i ee di E RE 2 
Ya 2 SES zi ne ten ($45) , (3-96) 


了 = 0, 士 1, 士 2,… 均 是 DsG 方程 (3-89) 的 解 . 
类 似 于 sG 模型 , 我 们 也 可 以 建立 Ai 和 DsG 方程 的 行 波 解 之 间 的 映射 关系 : 
定理 3.4.3 "RA 和 p 是 行 波 o^ 方程 


e (398-201 +ga) 6- amei Go7) 

和 
ie Lan - 398-201) 68+ 06020008 +0 (3-98) 

SH 

TE ut X4garctanó,, j= 0, +1, +2,.… = (3-99) 
和 

p= 5 4garctan d dac dd (3-100) 
是 DsG 方程 (3-89) 的 解 


从 形变 定理 3.4.2 或 映射 定理 3.4.3 及 sG 方程 和 o 方程 的 已 知 解 很 容易 得 到 
DsG 方程 的 可 能 周期 波 解 . 如 


Ajr 


2 
pa = TP sagen (1+ E2)8 + Aa 


2(2a + 8) 


|a 4 le — An, s(x — Xo) 
e Ig | (3-101) 


An | |(gk? - 08 A 
r Eten d y Bed 


xcn | |a — 2k?)a 十 79 OLK 一 xo) | (3-102) 


3.4 行 波形 变 映射 法 


(k? — 2)8 + Ac 
2(2a — B) 


"m 
Pe = SC + 4g arctan | 


xtn E Ir x 2)a - za. g( X = xo)| | , 


其 中 tn = sn/cn, 大 是 Jacobi 椭圆 函数 的 模 及 
Aa — 0 / 82(1 — k2)? + 16k20?, 6? — 1, 


Ay — 6/8? — 16k2o2(1 — k2), 6? — 1, 
Ac = / 8? k* — 16(1— k2)o?, 62 = 1. 
将 上 述 周 期 波 解 作 替换 


后 得 到 的 结果 仍然 是 DsG 方程 的 周期 波 解 . 
当 大 = 1 时 , 上 述 周期 波 成 为 三 种 不 同类 型 的 孤立 波 : 


2a 4- B 
2a — 8 


4j 
Ps1 = SCH + 4g arctan | 


xtanh | Ex 一 xo)| | , 


2o 4 8 
-8 


xsech N —ag 一 STE 一 xo) | 


A5 | 
Qs3 = vaste) iu 
: 1 
xsinh rnm — ag( X — xa) | 


4; 
Ps2 = Sg + 4g arctan | 


. 47- 


(3-103) 


(3-104) 


(3-105) 


(3-106) 
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3.4.3 99 模型 的 行 波 解 


在 很 多 情况 下 , 即使 是 对 多 项 式 系 统 的 非 线性 方程 , 前 面 的 函数 展开 法 也 不 是 
可 以 直接 使 用 的 , 如 Af 方程 


》 Ge — Bt + AP + uD? + £35 = 0. (3-107) 


j=1 


显然 , 如 果 知 道 了 Ai 方程 的 解 只 要 取 极 限 € 一 0 即 可 得 到 Ai 方程 的 解 . 反之 , 要 
将 Ai 方程 的 解 形变 到 $5 方程 的 解 则 不 是 一 件 平庸 的 事 . 对 行 波 解 , (3-107) 简化 为 


n 
Kä kiti — wt 


Pxx-AO- ud? £55 = 0， X = LL... (3-108) 


| Su -w 
iz1 


可 以 由 下 述 形变 定理 从 Ai 的 行 波 解 得 到 Ai 的 行 波 解 : 
定理 3.4.4 如 果 di, $2, $3, Q4 是 o 行 波 方程 


P% + Ao? + mogt + Co — 0 (3-109) 
的 解 , 则 
u di 十 al . 
D1=+ /Es I (3-110) 
1 
eege 3-111 
a y DR 十 C2 ( ) 
$3 
$3—-t—————, 3-112 
* Vb Le os 
Nu $i t a4 
gel ARIS ars (3-113) 
是 $9 fri 7; f& (3-108) 
Dix x + Aib; Lef + 602 —0 (3-114) 
的 解 , 其 中 


E 3a? (a bı + Cı lun -+ (c 十 5albl )Xo 

- 4(ci SS a1b1) f 

T a1(a1bic1 十 a?b? + c? lun + bı(cı + 2a1b1)A0 
aıbı — €] i 


^ 


3.4. 行 波形 变 映射 法 9. 


_ S(a3b + c1) (2613 + (aibi + c1)no) 


a 8(c1 E a151) 
2 —Ào € V/A$ — 2CoHo 
(f aa 
Ho 
和 二 20240 — 3c2Ho 
2 二 2b; 
—2b2Co 十 4b2C2 A0 = 3c3 uo 
H2 = DEn 3 
_ 3c2(—2b3Co — ën + 2b2c2A0) 
£2 — GREEN n ems 
2 
€3Ào — 3b3Co 
àg ————, 
C3 
—6b2Co + 4b3c3A9 一 cuo 
E EE 
3b3(—2b2Co — c3 uo 十 2b3c3A9) 
Ss = —— 9 — 3e 7 
3 
8 2(c4 — asha) ` 
_ —2ba(2ca 十 adba)Xo + (c4 + 4aabaca + a4b4)Ho 
xd C4 — asha d 
| 
2(ca 一 asha) * 
_ Ào £ y Ao — 2poCo 
f = 一 
Ho 


利用 上 述 形变 定理 和 o^ 的 已 知 周期 波 解 很 容易 得 到 从 的 不 同类 型 的 周期 波 


" sn(kX,m) 4- a 
Ma -ty b sn(kX,m) +c’ $ X 


2. 4(a — c)a?A 
— a?(2a?c +a + 3c)m? — 4c + à? 十 3ca2 — ba’ 


解 : 
周期 解 一 : 


uja? (2a?c +a + 3c)m? — 4c + a? + 3ca? — 6a] 


二 一 
4A[ca? (ca? + c+ ajm? 十 a2c2 — c? — 2a? — Zen + ca3]' 


a = +1, ix. 
m 


其 中 五 个 常数 cm, 6, AU 满足 条 件 


16£[(a*(a? + 1)c? + ca?)m? + (a? — 1)c? + a(a? — 2)c — 2a?]?A 


— [a? (2ca? + a + 3c)m? + aè — 4c + 3ca? — 6a][(a? — 1)c? 
-F(a?(2a? + 1)c? + 3a*c?)m? + 3a(a? — 1)c? — 3a?(a + c)]j? = 0. 


周期 解 二 : 


E | sn?(kX,m)+a 
ee b sn?(kX, m) +c’ oum 


vu. (a — c)aA 
a(2c — a?)m? + 3c + 2ac + 2a ' 
E au[a(2c — a?)m? + 3c + 2ac + 2a) 
~ 2A[ac(a 4- c — a?2)m? + 3ac + e(a 4- 1) - a?(c - UI 


其 中 六 个 常数 a,c, m, £, A Rui 


[ac(a — 2)m? — 3a — 2ac — 2c]ac[a(—a? + 2c)m? + 3c + 2ac + 2a) p? 
-H4£A[ac(c — a? + a)m? + 3ac + ĉa + c? +a? 4- ca?]? — 0. 


周期 解 三 : 


3ukm?sn?(V/kX, m) 一 ul(m2 + 1)k— AJ (3-117) 
其 中 常数 kom, £, A u 满足 


4£(1 — m? + m*?k* — u? (m? — 2)(2m? — 1)(m? + 1)? 
+A(1 — m? rm äu — 86X)K? — X? (p? — 46A) — 0. 


周期 解 四 : 


8 2k2(m4 — m? + 1) - 2? 
pa =+sn(VkX, m ulk(m? + 1) — Ajsn(kX,m) + 3kp’ mu 
其 中 常数 km, 6, ARI 之 间 的 约 东 条 件 为 


4£[k? (1 — m? + mî) ATI — pPI — k(m? + 1)] 
x [A + k(2 — m?)][A — k(1 — 2m?)] = 0. 


3.4 行 波形 变 映射 法 . 51 . 


周期 解 五 : 

8 cn(KX,m) 士 1 

peor V b cn(kX,m) +c’ dese, 
k= 4(+c- IJA 
|» 5tc-4(lrc)m?' 
p- HILL F cum — (5 e)] 
4A[2m2(cz 二 1 十 2 士 cl， 
其 中 c 和 m 为 任意 常数 . 

周期 解 六 : 


bkm? 
e = +t VEX, 一 一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 ， 3-120 
e SS i V b?km?cn?(VkX, m) — bu — b2A — € ) 


pa 3ub + Ab? A + 2€ 


29 (2m? —1) ' 
其 中 常数 b, m, 6, ARI 满足 


4£?(m* — m? + 1) + 2b[BbA(m* — m? + 1) + ui(2m* — 2m? + 5)]é 
4-30? [25A — u(m? — 2)][2bA tot) + m?)] = 0. 


周期 解 七 : 


2cn2(VKX,m)(16X2 — k?(1 + m* + 14m2)) 


"arcs Au |Aisn?( V/kX, m) + (m? — 1)sn(VkX, m) + Ao] 


(3-121) 
其 中 An 一 4 入 一 上 十 5km?, A» - km? — 5k 一 4A, 常数 k, m,€,A 和 H 之 间 的 关系 由 
TAWE 


2p? (2A + k + km?)[(4A — k — km?)? 一 36m?K?] 
—E[16A? — k? (1 + m4 + 14m?) ? = 0. 


特别 地 当 m — 1 时 上 述 周期 解 均 退化 成 单 孤 立波 解 或 真空 解 (常数 解 ): 
非 对 称 扭 结 弧 波 . 
当 m = 1 时 , 周期 解 Bl 成 为 非 对 称 (加 (+o0) + Ac ARE 


2A(1 + ac)|(a + 1) exp(2/—AX) + (a — 1)] 


Pa = EN — o 4c CR —ÀX +l t 1) -nc— 1 


(3-122) 
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上 述 类 型 的 非 对 称 扭 结 解 仅 当 上 = Ae A < 0 成 立时 存在 . 根据 “+” 和 a 的 不 同 选 
择 , (3-122) 代表 了 四 种 可 能 的 非 对称 扭 结 结构 . 

对 称 扭 结 孤 波 . 

当 m = 1 时 , 周期 解 a 成 为 对 称 (D(+00) = P(—00)) 扭 结 解 

2(k? 一 X2) 
p((2k — A) tanh? (VkX) — 3k]' 
SS —p? + 4£A + uy? — 4£A 
AC ; 


$,) = + tanh( VEN) (3-123) 


上 述 类 型 的 对 称 扭 结 孤 波 的 存在 条 件 , 即 实 解 条 件 为 
A? o k? 
H 


k » 0, u? > 4E), > 0, 3k > |2k — Al. 


在 零 边界 条 件 下 的 铃 形 或 钟 形 孤 波 ， 
34 m = 1 时 , 周期 解 Bpe 成 为 零 边 界 条 件 (Bx-_,o — 0) 下 的 铃 形 或 钟 形 孤 波 


SE 6sech(V 二 XX) 


(3-124) 


ELY -tE 0 NEREAK EO. 
TE3FSEIZI ER FF FREIE. 
当 m = 1 时 , 周期 解 Bps 成 为 非 零 边界 条 件 (x-,o — 0) 下 的 铃 形 或 钟 形 孤 
波 解 
—4cA(a 十 2c)[sech(KX) + a] 
u(1 + 5ac)[sech(kX) +e) ' 
9u? — 326A + 6u /u? — 4ẸÀ 
C e(6EA- dog?) ^ 
_ AAX(ac — 1) 
1--5ac ` 


a= (3-125) 


a? — 1, k? 


上 述 孤 波 解 的 存在 条 件 为 


p? — 4£A » 0, k? > 0. 


3.4 行 波 形变 映射 法 ch 


显然 , as 在 z — doo 的 边界 值 


—4cA(1 + 2ac) 


中 -— Deet, aM locit À 
sde? cu(1 + 5ac) 


TO. 

用 本 节 给 出 的 行 波 形变 映射 方法 可 以 很 方便 地 从 一 个 简单 模型 的 解 给 出 大 量 
非 线 性 系统 的 行 波 解 ， 有 意义 的 是 行 波形 变 映射 法 的 思想 和 方法 可 以 被 有 效 地 推 
广 到 寻求 许多 非 线 性 系统 的 非 行 波 解 , 具体 的 将 在 第 八 章 中 讨论 . 


第 四 章 ”多 线性 分 离 变 量 法 


在 线性 科学 中 , 分 离 变 量 法 是 一 种 最 基本 的 研究 方法 . 然而 , 这 种 方法 不 能 直 
接应 用 于 非 线性 科学 . 为 了 将 分 离 变量 法 推广 到 非 线 性 科学 领域 , 各 国 的 数学 和 物 
理学 家 作出 了 许多 努力 . 特别 是 中 国学 者 在 这 方面 做 出 了 非常 重要 的 工作 , 这 一 章 
和 下 面 两 章 将 讨论 分 离 变量 法 的 三 个 方向 的 主要 发 展 . TERRI NS 种 由 我 
们 建立 、 完 善 和 发 展 起 来 的 多 线性 分 离 变量 法 . 

本 章 分 为 三 大 部 分 . 第 一 大 部 分 主要 介绍 多 线性 分 离 变量 法 . 首先 概括 性 地 讨 
论 了 多 线性 分 离 变 基 法 求解 非 线 性 系统 的 一 般 过 程 . 然后 详细 给 出 了 非 线性 DS 和 
Boiti-Leon-Manna-Pempinelli(BLMP) 系统 用 多 线性 分 离 变 量 法 求解 的 具体 过 程 . HE 
着 罗列 了 其 他 一 些 非 线性 系统 的 多 线性 分 离 变 量 解 , 这 些 系统 都 是 在 某 些 意义 下 可 
积 的 . 事实 上 , 多 线性 分 离 变量 法 不 仅 可 以 求解 可 积 的 非 线性 系统 , 而 且 可 以 求解 不 
可 积 的 非 线性 系统 , 4.2.4 节 讨 论 了 2+1 维 不 可 积 KdV 系统 的 多 线性 分 离 变 量 解 . 
最 后 给 出 了 3+1 维 Burgers 系统 的 多 线性 分 离 变 量 解 . 

第 二 大 部 分 主要 介绍 多 线性 分 离 变量 法 的 二 类 一 般 推 广 . 其 中 , 第 一 类 推广 是 
通过 推广 多 线性 分 离 变量 法 的 第 一 步 实现 的 . 对 于 多 线性 分 离 变 量 法 , 把 非 线 性 系 
统 的 场 量 仅 按 一 个 任意 函数 展开 并 由 此 给 出 多 线性 方程 , 因而 此 多 线性 方程 仅 是 关 
于 单个 函数 的 . 对 于 第 一 类 一 般 多 线性 分 离 变量 法 , 把 非 线性 系统 的 场 量 按 多 个 任 
AE PRA. (主要 考虑 了 两 个 函数 的 情况 ) 展开 由 此 得 到 关于 多 个 函数 的 多 线性 方程 . 对 
这 些 任意 函数 做 相同 的 变量 分 离 假设 , 从 而 解 得 第 一 类 一 般 多 线性 分 离 变量 解 . 利 
用 第 一 类 一 般 多 线性 分 离 变 量 法 主要 求解 修正 NNV 系统 和 2-1 维 sG 系统 . 第 
二 类 推广 是 通过 推广 多 线性 分 离 变量 法 的 第 二 步骤 实现 的 , 即 推广 变量 分 离 假设 . 
4.3.2 节 中 将 给 出 具体 的 推广 的 变量 分 离 假设 表示 式 从 而 得 到 第 二 类 一 般 多 线性 分 
离 变量 解 . 第 二 类 推广 方法 主要 求解 长 波 色散 方程 、 BKK 系统 、 高 阶 BKK 系统 和 
2+1 HER Burgers 系统 . 

第 三 大 部 分 的 主要 内 容 是 非 线性 激发 模式 . 在 多 线性 分 离 变量 解 的 通 式 中 包 
含 了 低 维 任意 函数 , 适当 选取 低 维 任意 函数 的 具体 形式 就 可 以 构造 得 到 丰富 的 高 维 
非 线性 激发 模式 , 并 且 研 究 了 各 种 模式 的 相互 作用 行为 . 


4.1 多 线性 分 离 变量 法 
多 线性 分 离 变量 法 可 以 求解 大 量 的 2+1 维 、 一 些 1+1 维和 3+1 维 非 线性 系 
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统 . 在 此 以 2+1 维 非 线性 系统 为 例 , 概括 性 地 给 出 多 线性 分 离 变量 法 求解 非 线 性 系 
统 的 一 般 过 程 . 
用 多 线性 分 离 变 量 法 求解 2+1 维 非 线性 系统 


F(u, Uz, Uy, ui,:--) = 0, (4-1) 
可 以 分 为 以 下 四 个 步骤: 
PR 1. 多 线性 化 非 线 性 系统 (4-1). 
把 解 u 展开 为 4 
u- Y uf?, (4-2) 
i—0 


其 中 几 和 了 是 {z,y 甘 的 函数 , a 是 正 整 数 . uo 是 非 线性 系统 (4-1) 的 任意 种 子 解 . 
u;(i x a) 和 a 都 可 由 Painlevé 测试 的 领头 项 分 析 得 到 . 把 式 (4-2) 代入 (4-1) 得 多 
线性 化 方程 
FL, fz, fy, fett) =0. (4-3) 
PR 2. 做 变量 分 离 假设 ， 
假设 函数 f 的 形式 是 


f —ao + ayp(z, t) + aoq(y, t) + asp(z, t)a(y, t) 
三 ao + Q1p + a2q + aapq, (4-4) 


HF p 9 分 别 是 {x,t} A (y, t) HRX, oo o, a2 和 as 是 常数 (也 可 以 是 t 的 函 
数 ). 把 上 式 代 入 (4-3) 得 


G(p, q, pt, dr, Pz» qy: * lz 0. (4-5) 


显然 , 上 式 是 关于 变量 分 离 沙 数 p 和 9 及 其 导数 的 一 个 方程 . 假设 (4-4) 的 提出 为 
多 线性 分 离 变 量 法 的 建立 打下 了 本 质 的 基础 . 当 p 和 9 都 取 作 行 波 型 指数 形式 时 ， 
(4-4) 就 成 为 Hirota 方法 的 二 孤子 假设 . 

步 又 3. 分 离 方程 (4-5). 

在 分 离 方程 (4-5) 过 程 中 , 要 求 函 数 p 和 4 分 别 满足 变量 分 离 方 程 


Gi(p pes Pi") — 0, (4-6) 
G2(g, qy: gqt) 20. (4-7) 
AAR RRR TERAK BL C GR E RAE) 是 关于 {x,t} 的 , 那么 


这 个 函数 就 会 出 现在 方程 (4-6) 中 , 否则 就 出 现在 方程 (4-7) 中 . BI, 方程 (4-6) 中 的 
函数 的 自 变 量 只 能 是 {z, 寺 或 者 t, 而 方程 (4-7) 中 的 函数 的 自 变 基 只 能 是 (y, t) 或 
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者 t. 如何 将 方程 (4-5) 分 离 成 (4-6) 和 (4-7) 是 多 线性 分 离 变量 法 的 难点 . 一 旦 解 
决 了 这 个 难点 , 多 线性 分 离 变量 法 就 基本 上 成 功 了 . 

步骤 4. 求解 变量 分 离 方 程 (4-6) 和 (4-7) 

在 求解 变量 分 离 方程 (4-6) 和 (4-7) 的 时 候 采 用 了 一 个 非常 巧妙 的 方法 . 不 失 
一 般 性 , 假定 方程 (4-6) 中 含有 一 任意 函数 h = h(x, t), 则 在 求解 该 方程 时 求解 出 h 
而 不 是 p, BD p 来 表示 h. 可 见 , h 的 任意 性 转移 给 了 p. EI p 是 任意 的 . 类 似 地 , 可 
以 用 g 来 表示 一 个 关于 (y. t) 的 函数 . 

完成 以 上 四 个 步 又 后 就 可 得 到 非 线 性 系统 (4-1) 的 多 线性 分 离 变量 解 , 往往 可 
以 得 到 一 个 相当 普 适 的 公式 ( 见 4.2 节 中 的 公式 (4-26)). 

4.2 节 中 将 具体 讨论 如 何 采 用 以 上 四 个 基本 步 又 得 到 非 线性 系统 的 多 线性 分 离 
变量 解 . 

需要 指出 的 是 , 虽然 以 上 的 讨论 仅 针对 单个 方程 的 情形 , 但 是 对 于 方程 组 的 求 
解 步 又 是 完全 类 似 的 . 唯一 不 同 的 是 可 能 会 同时 得 到 多 个 任意 函数 上 且 分 别 出 现在 几 
个 变量 分 离 方程 中 . 用 多 线性 分 离 变量 法 求解 3+1 维系 统 的 主要 步骤 也 是 类 似 的 . 


4.2 多 线性 分 离 变量 解 


首先 以 非 线性 DS 和 BLMP 系统 为 例 , 给 出 多 线性 分 离 变量 法 求解 的 详细 具体 
的 过 程 . 然后 简单 罗列 了 其 他 一 些 非 线性 系统 的 多 线性 分 离 变 量 解 , 这 些 系统 都 是 
在 某 些 意义 下 可 积 的 . 当然 , 不 可 积 非 线 性 系统 也 可 以 用 多 线性 分 离 变量 法 求解 , 但 
是 至 今 我 们 只 研究 了 2+1 维 不 可 积 KdV 系统 的 多 线性 分 离 变 基 解 . 最 后 讨论 3+1 
维 Burgers 系统 的 多 线性 分 离 变 量 解 . 


4.2.1 DS 系统 的 多 线性 分 离 变量 解 
对 于 DS 系统 
iu, 十 (Uz + uyy) + o|u|?u — uv = 0, (4-8a) 
vzz — Vyy — Zoll Lenz 0, (4-8b) 
通过 简单 而 标准 的 截断 Painlevé 计算 可 知 , 25 t u 和 v 具有 如 下 展开 形式 


topt d. P, LE 2 -2 , :十 2 
了 uo. v = w Ze t Moy + fyy t e + fyy + Iac Melt dy, ai fy (4-9) 


其 中 r = E y = 7E, f 是 实 函数 , 9 是 复 函 数 , {uo vo) 是 DS 系统 的 任意 种 子 
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把 (4-9) 式 代入 (4-8) 可 得 双 线 性 方程 组 
(LD. + Dyy + 2iDQg)g- f  uo(Dzz 十 2Dz  Dyy)f f 
十 2auogg* + 2au29" f — 2vogf + Gi fg — 0, (4-10) 
2(Da + o|uo|?) f - f + 2agh + 2agfug + 2auog* f — Gif f —0, (4-11) 
其 中 D RXUATETECTOO0, 定义 为 
D? A- B = (0, — 0,,)" A(z)B(zi)lzi-a; 
G1 满足 方程 | 
一 16a(uoz' + uoy')(uo,; + Ugy) 十 Gilzz + Giyy! + 2Gisty 
— dot Daer  Dyy + 2Dzy)uo: uo = 0. (4-12) 
为 了 简化 起 见 , 在 后 文中 略 去 空间 变量 上 的 撤 “'”. 
为 进一步 讨论 , 选取 DS 系统 的 种 子 解 为 
uo=G1=0, vo= po(z,t) + qo(y.t), (4-13) 
其 中 po = polz, t), qo = goly, t) 分 别 是 (2, t) 和 {y, 的 任意 函数 . 
接着 做 变量 分 离 假设 , 取 f 为 式 (4-4), 9 为 
g = p191 exp(ir + is), (4-14) 
其 中 pi 三 pi(z,t),q1 三 qi(y,t),7 三 7(Z,t) A s = s(y,t) 都 是 实 函 数 . WR p,q, pı 和 
qi 是 指数 函数 的 形式 , 那么 变量 分 离 假 设 就 是 两 线 孤 子 (或 单 dromion) 解 的 假设 
形式 . 把 (4-4) 和 (4-14) 代入 双 线 性 方程 组 (4-10)~(4-11) 后 分 离 其 实 部 和 虚 部 , 得 
2Apzqy + apigi = 0, (4-15) 
[qipizz + plglyy — Pei (äre 十 2st + 2(po + go) + sy 十 7z)] 
X (ao 十 alp 十 a2g 十 aspqg) + qı (a1 十 a39)(Plpzz — 2pizpz) 
十 Di(asD + a2)(g1qyy 一 2glygy) = 0, (4-16) 
[7a (2rzpis 十 2plt 十 plrzz) 一 pl(2sygly + 2q1t + qisyy)] 
x (ao 十 alip 十 a2g 十 a3p9) + 2q1pi (qc + gute ) (asp + a2) 
T2qipi(rzpz + pr)(a1 + aaq) = 0. (4-17) 


因为 Po, P, P1 和 T 都 只 是 关于 {x,t} 的 函数 而 go, d, qı 和 S 都 只 是 (y. t) DI Gë 
XX, 所 以 方程 组 (4-15)~(4-17) 可 以 被 分 成 以 下 三 个 变量 分 离 方程 组 


= — 一 1 一 | 
k OV 一 2Aa- cl pz, (4-18) 


qı of (人 = 好 =1)， 
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Pt = 一 rzpz + c2(a2 + asp)? + ca(a2 + asp) — Aca, (4-19) 
qt = —Sydy — C4(Q1 + asg)” — ca(a1 + asg) + Aca, 
4(2rt + Tz + 2po)pz + pzz 一 2pzzzpz + csp? = 0, (4-20) 
4(2st 十 sy + 290)8; + d2, — 2dydyyy — C502 0. 


对 于 任意 给 定 的 po 和 qo, 要 求解 方程 (4-19) 和 (4-20) 是 非常 困难 的 . 根据 上 节 
的 讨论 可 知 , 可 以 换 一 个 角度 来 求解 这 些 方程 组 , 即 认 为 p 和 4 是 任意 的 而 从 (4-19) 
和 (4-20) 中 分 别 解 出 po, qo, r 和 s. 

至 此 就 解 得 了 DS 系统 (4-8) 的 多 线性 分 离 变 量 解 


0102V —2Aa7!p;q, exp(ir + is) 
u = 一 一 


; (4-21) 
ao + à1p + a2q + a3pq 
v = po + qo — M22 3 93P)dyy + (a1 + asq)pss 
ao + aıp + 429 + aapq 
2 2. 9A a ” éi 
lo  asp)*q; qypz + (al u a3q) pz (4-22) 
(ao + a1p + a3q + a3pq) 
其 中 p 和 g 是 任意 函数 , po 和 qo 由 (4-20) 确定 , A s 满足 方程 (4-19). 
特别 地 , 场 量 u 的 模 平 方 为 
lu? - Uo^! (4-23) 
u a APO, 
"EA oo EE ENEE —MÓÁÁá— € 
2 (vasascosh 3 (P Qn sl T araz cosh > (»- Q 4- In 2) 
0 2 
(4-24) 
其 中 
p-e', drei (4-25) 
2APrqy 
U= — a A= aa- dd», 4-2 
(al + aıp + a2q + aspq)? ER (4-26) 


P $0 Q 分别 是 {x,t} A (y, t) 的 任意 函数 . (4-23) 表示 了 DS 系统 的 场 量 u 的 模 平 
Ji, 因此 p,q, ao, a1, a2, a3, o. 之 间 需 满足 约束 条 件 


aApzqy > 0. (4-27) 
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4.2.2 BLMP 系统 的 多 线性 分 离 变量 解 
BLMP 系统 
qt + gzzz — 3(q0, qz)z=0 (4-28) 
可 以 看 作 是 Nizhnik-Novikov- Veselov(NNV) 方程 
Qt + qzzz + yyy — 30905 qz)z — 30905" dy)y = 0 (4-29) 


的 空间 变量 {x,y} 的 非 对 称 化 形式 . 文献 [158] 中 研究 了 可 积 模型 的 共 形 不 变性 并 
由 此 给 出 一 个 可 积 的 sinh-Gordon 方程 . BLMP 方程 也 可 以 写成 方程 组 形式 


Qt + gzzz 一 3(gr)z =0, (4-30) 
qz = Ty. (4-31) 


上 式 也 称 为 2+1 维 KdV 方程 或 者 非 对 称 NNV 方程 . 
这 里 讨论 系统 (4-28) 的 另 一 个 形式 , 即 经 替换 q = wy 得 到 的 


Wyt + Urrry mE JU; Uy — JU Ur, 一 0. (4-32) 


为 方便 起 见 , 称 其 为 势 BLMP 系统 . (4-32) 的 Painlevé 分 析 、Lax 对 和 一 些 严格 解 
在 文献 [66] 中 给 予 了 详细 讨论 ，. 
多 线性 分 离 变 量 法 的 第 一 步骤 要 求 场 量 按 某 种 形式 展开 , 计算 后 得 


w = —2(ln f); + wo, (4-33) 


其 中 f = f(x,y, t) ERRER, wo = wo(z,t 是 势 BLMP 系统 的 任意 种 子 
解 . 把 (4-33) 代入 (4-32) 得 三 线性 方程 


(—fzyt T 3fzzywoz 十 JfzyWozz 一 eerst? zb [(—3 faz woz 十 fzzzz)fy 
+(4fzzzy SES 6f, wos m 3 fy wozz ek fye) fr KÉ Ízy ft T Szt fy SC 2 fzzzfaylf 
4 6(fywoz — fzzy) f — (fify + frzzfy — 3fzrzfry)fz = 0. (4-34) 


把 上 式 关 于 r 积分 一 次 可 得 双 线 性 方程 
[D, D; + DD, — 3woz D; D, + h]f - f — 0, (4-35) 


HP h= h(y,t) 是 积分 函数 ， 
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把 变量 分 离 假设 (4-4), 其 中 ai(i = 0, 1,2,3) 是 上 的 函数 而 不 仅仅 是 常数 , 代入 
双 线 性 方程 (4-35), 得 


(azao 一 ala2)( 一 przz — pt + 3pzwos) + (artaz — aztai )p? 
+(aota3 — astao + a1£a2 一 a2tQ1)D 一 T Q0tQ2 


-F(aap + a2)[(asp + a2) — fa; !9,]ar 十 = jay 20. (4-36) 
分 离 上 述 方程 得 两 个 变量 分 离 方程 


(azao — a1a2)((a3ao — a1a2)(co + cip 十 czp2) + pi 


十 Pzzz 一 3p; wo; ] 一 (alta3 eg gäe In + 82:80 一 40:82 


一 (aotaa 一 astad 十 atta2 — a2ta1)p = 0， (4-37) 

qt 一 cl(al 十 qas)j(ao + a2q) + co(ao + a2q)? + colai + qaz)? = 0 (4-38) 
以 及 条 件 

h = 一 2(a3co — a2c1a3 + a3c2)qy, (4-39) 


其 中 00,01, cz 是 上 的 任意 函数 . 
最 后 , 求解 变量 分 离 方程 (4-37)~(4-38). 类 似 地 , 从 方程 (4-37) 中 解 出 wos, 


b - 
Woz 一 一 了 pz l (azao — ala2)-1 Kazao 一 ala2)( 一 pzzz — Pt 
一 (asao — a1a2)(co + cip + c2p°)) + (artas 一 astal)D2 
十 (aotaas 一 astao + a1,a2 — z2tQl)D 一 gogo + aotaz| (4-40) 
Ji f& (4-38) 的 一 般 解 为 
一 Áz, 
4 A3 +F t+ A2 (4-41) 


其 中 是 y 的 任意 函数 , A = A(t), A2 = A(t), A3 三 43(t) 5 co, 1, c» 之 间 满 足 
关系 


_ a2(ao + a2A2)Ait + (ao 十 az42)24at 一 aAA 


A1(a1a2 — agaz)? (4-42) 
= Máno- T0103 15209012) A1 — Zam 1 A 
A1(a1a2 — agag)? 
4 (Anas + a1)(ao + 0242)43t 
A1(a1a2 — agas)? (4-43) 
c; = 23 (4205 + oD) Ale + (Anas a1) Asi — Ania (4-44) 


A1(a1a2 — aga3)? 
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至 此 得 到 了 势 BLMP 系统 (4-32) 的 多 线性 分 离 变 其 解 


2 
w = —— Pia +a) — + Wo, . (4-45) 
ao + aıp + à2q + a3pq 


其 中 p 是 关于 {r,t} 的 任意 函数 , wo,g 分 别 由 (4-40) 和 (4-41) 以 及 条 件 (4-42)~ 
(4-44) 确定 . 把 上 述 结果 (4-45) 对 y 求 一 次 导数 得 式 (4-26), 即 

u = Wy = U. (4-46) 
4.2.3 ”其 他 非 线 性 系统 的 多 线性 分 离 变量 解 


上 两 小 节 里 详细 写 出 了 用 多 线性 分 离 变量 法 求解 非 线性 系统 的 过 程 . 这 一 市 里 
将 忽略 具体 的 计算 过 程 而 直接 给 出 一 些 非 线性 系统 的 多 线性 分 离 变量 解 . 特别 需 
要 指出 的 是 后 面 章节 中 提 到 的 U 都 由 式 (4-26) 表示 . 


1. NNV 系统 
NNV 系统 
Ut 一 QUzzz — buyyy + 3a(uv)z + 3b(uw), = 0, (4-47) 
Uz = Uy, Uy = Wz (4-48) 
的 多 线性 分 离 变 量 解 为 
u - U, (4-49) 
2,2 
: e 2 TI 
v= 2(ai T a3q) Pr 5 WW (al T a3q)p A vo, (4-50) 
(ao + aip + a2q + aspq)? (ao +aıp + a2q + aspq) 
2(ag + 201 2 


— (ao + aip + aoq + aspq)? E (ao + a1p + a2q + aapq) > 


KB p= plx, t) 和 g = qly, t) 分 别 是 {x,t} A (y, t) 的 任意 函数 , ao, a1, a2, aa 是 任 
意 常数 ， Ug, Wo 分 别 为 
vo = (3apz) ! [(a1c2 T a3Co)p^ 十 (alcl + a2co + c2a0)P 
一 pt + apzzz 十 clao]， (4-52) 
wo = (3bqy)-![ 一 (azca — aac1)q? + (aıcı + azco 一 c2a0)9 


一 和 + pqgyyy + coao], (4-53) 


这 里 co, c1, c2 都 是 上 的 任意 函数 . 
可 以 看 出 , NNV 系统 的 多 线性 分 离 变量 解 中 的 p 和 g 不 需要 满足 任何 条 件 . 
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2. 2 十 1 维 长 波 色散 方程 
2+1 维 长 波 色散 方程 


Uyt + Nzi + Ug, 十 uuzy = 0, 


Nt Ur Muz + uns + Urry = 0 
的 多 线性 分 离 变量 解 为 


4 三 7 十 1= H, 
2pz(al + a39) 


u = e ee LA 
ao + aıp + a2q + 43pg 


十 "o, 


其 中 p 是 {x,t} 的 任意 函数 , q = q(y,t) 满足 Riccati 方程 
qt — aoco 一 (alcl + azco — aoc2)q — (aac1 一 azc2)g? - 0, 


种 子 解 uo 为 


uo = —pz[p« + Pze 一 aocl — (alcl + azco + aoc2)p 
一 (alca + azco)p’]. 
3. M--N 分 量 AKNS 系统 
一 般 2+1 维 M+N 分量 AKNS 系统 
ipit 十 pizz 十 pius = 0, i= 1,2,..…,N, 
一 29 让 十 gjzz + qjuz = 0, j712,--.,M, 


N M 
uy + 3 > aijpigj 一 0 


i=l j-1 
的 多 线性 分 离 变 量 解 为 
p = 于， y=% u= DE us 
其 中 f 满足 变量 分 离 假设 (4-4)， 


P; = Fy(z, t)Gii(y, t) exp(iR1i(z,t) + iS1i(y,t)), 
Qj = F2;(7,t)G2;(y,t) exp(—iR2;(7,t) — iS2;(y, t)), 


bi Jm -bi ve: 
CR as Ee azj(t) Gr» 


(4-54) 
(4-55) 


(4-56) 
(4-57) 


(4-58) 


(4-59) 


(4-60) 
(4-61) 


(4-62) 


(4-63) 
(4-64) 
(4-65) 
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Fi 一 ali(tVFEz， F5; = az;(t)y Fz, (4-66) 


Si 三 BB 十 syi(y), Soj 一 号 十 s2;(y), (4-67) 
1 
Riiz = Räis = Rz = SE (azao — Ap: + a202p tap), (4-68) 


1 
Uor = 4A2p2 {A2p? 一 2A(azao + a2a2D 十 oip^)pe 
+4? A 一 2Dzpzzz + 4p2 (B, T R4)] 
+(aaa2p Faza pai)” }, (4-69) 
1 
qt = za f aĝa: — q[(aoaa + a1a2)az — 2aoal — 2a1a2a3Q0] 

+° (a$oo — Q302 + 01) 一 ao0aQla2Q2 + ene), (4-70) 
bii, bo; 是 任意 常数 ， p(z,t), aji(t), azj(t), sli(2)， s2j(2)， B = B(t), ao = out), 
o; = a(t), oz = a2(t) 是 所 示 变 量 的 任意 函数 且 需 满足 条 件 


N M 
Y > aijbuibzj exp(i(sii(y) — sai(y))) = 一 2A. (4-71) 


i=l j=1 
Leg v= Di Dja EE) 
v= U. (4-72) 
4. AKNS, ADS 和 长 波 短波 相互 作用 系统 


对 一 般 2+1 维 MIN 分 量 AKNS 5,24 M =N = -an = 1, p =Y, =¢ 
时 给 出 的 就 是 特殊 的 AKNS 系统 | 


ipt 十 Vas + Yur = 0, (4-73) 
—iġt + zz + $us = 0, (4-74) 
uy = óv. 
特别 地 , 24 = v* 时 上 述 系统 就 是 非 对 称 DS(ADS) 系统 . 
若 作 变量 变换 
V(zr,y,t) 2 L(z, y - t, t) = L(z', y',t^), (4-75) 
ó(z,y,t) 2 S(z, y + t,t) = S(z', Al (4-76) 
那么 特殊 的 AKNS 系统 就 简化 成 了 长 波 短波 相互 作用 系统 
TT PE, E MABA EE) (4-7T) 
—i(Se + Sy) + Beier + Su, = 0, (4-78) 


uy = LS. (4-79) 
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所 以 , AKNS, ADS 和 长 波 短波 相互 作用 系统 都 可 以 从 上 一 小 节 中 的 一 般 2+1 维 
MAN 分 量 AKNS 系统 得 到 , 即 它们 的 多 线性 分 离 变 量 解 可 以 从 2+1 维 M+N 分 
E AKNS 系统 的 多 线性 分 离 变量 解 经 过 相应 的 变换 得 到 . 


5. BKK 系统 
BKK 系统 
Hiy — Hzzy + 2(HH,), + 2G, = 0, (4-80) 
Oh + Gen --2(HG), 20 (4-81) 
的 多 线性 分 离 变量 解 是 
G--7, (4-82) 
KEE Ae E 
其 中 p 是 {x,t} 的 任意 函数 ， 
Ho = —(2pz) [pt + Prz — A(c1p? — esp + c2)], (4-84) 
q 满足 Riccati 方程 
qt = cı (ao + a1)? + c2(Q1 十 asg)2 + ca(ao + aaq)(a1 + asa). (4-85) 


6. Maccari 系统 
文献 [125], [181], [227] 和 [244] 中 导出 了 一 个 新 的 2+1 维 非 线性 系统 


iAt+ Ass + LA — 0, (4-86) 
iB,-- Bzz LB =0, (4-87) 
Ly = (|AP + |Bf?),. (4-88) 


事实 上 ， 若 取 M=N = 2,pi T A, p2 SS B,q Ken A* , qo = Bu 那么 一 般 M+N 分 量 
AKNS 系统 就 化 为 了 此 系统 . 显然 Maccari 系统 的 多 线性 分 离 变 量 解 需要 满足 约束 
条 件 (4-27). 
4.2.4 2+1 维 不 可 积 KdV 系统 的 多 线性 分 离 变量 解 

前 面 几 节 里 被 用 来 求解 的 都 是 在 某 些 意义 下 可 积 的 非 线 性 系统 . 但 是 对 于 非 线 
性 系统 而 言 , 可 积 系统 是 非常 有 限 的 . 因此 , 很 自然 地 , 我 们 想到 多 线性 分 离 变 量 法 


4.2 ”多 线性 分 离 变量 解 Gah 


是 否 可 以 求解 不 可 积 系统 呢 ? 为 了 回答 这 一 问题 , 这 一 小 节 研 究 2+1 维 不 可 积 KdV 
系统 
Ut + Urry — Vru — Wuz = 0, (4-89) 
Uz = Uy. (4-90) 


利用 截断 Painlevé 分 析 方 法 可 知 (4-89) 中 的 场 量 具有 如 下 展开 形式 
12gzgy 129zy 

(b+a)g? — (b--a)ó 
1292 126,4 


(b--a)j? (b+a)ġ 
其 中 uz, vo 是 系统 (4-89) (4-90) 的 种 子 解 . 显然 , 种 子 解 可 取 为 


+ up, (4-91) 


Tv, (4-92) 


uz =0, v= vo(z, t), (4-93) 


其 中 v2 是 {x,t} 的 任意 函数 . 
把 式 (4-91)~(4-93) 代入 系统 (4-89)~(4-90) 得 三 线性 方程 
[2bv2(a + b) by — 126:2ya]ó7 + {[-2bvzġ(a + b) + 129zza]bzy 
+[4(a — 2b)pzzz — (a + b)(avosó + 26x))ó, + (a+b)p(pi + 4przz)y} pz 
+[(a 十 bg(avoz 由 十 办) — 49(2a — b)ózzz]ózy 
+[6(b — aldi, + pla + ligne + Przez — bvoózz)]óy 
+6¢(a — bbrzypzrz + (a + bp (bus — dr — brzz)zy = 0. (4-94) 


只 有 当 a — b BT (4-94) 式 才能 积分 一 次 得 到 双 线 性 方程 
把 变量 分 离 假设 (4-4) 代入 三 线性 方程 , 得 


a — 2b a—bp? 
2 Ss 2 一 一 一 一 Dry 一 Prr 
(al 十 Aq) (wan. Pt + 1 pP 3 ) 


a+b p, 
—2(Ap + a2)q« + (1 + aip + a2q + Apq)[(In ay): 
—(bvopzz 十 QDzV2z 一 Prrrr 一 Dtz)pz ` es (4-95) 
变量 分 离 上 述 方 程 可 得 
qt = co 十 clg + caq?, (4-96) 


b 
Acı — Zen Aa» — 2a1c3 + ala2c1 一 c0a2 + azcl — C2 
一 al1a2 + Å p —4103 +Å 


a—b p? aici A — coa? — A?co » 
一 —— 十 一 马 一 一 一 -一 — rr —— Ó— € a 
U2 bp. H Prrr 5 (Pe Pa ) T -oiar 4- N Dp 


(4-97) 
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(a — b)[vaz (a + b) 一 3pzzzzpzl 十 6pczzpzzpz” 一 3pzzpz ]— (4-98) 


其 中 co = colt), cı = e(t), c2 = eo (t) Æ t LEER PC. 对 于 不 可 积 的 情形 a +b, PR 
数 p 不 再 任意 而 需 满足 由 式 (4-97) 和 (4-98) 消去 v2 后 得 到 的 方程 . 
所 以 , 2+1 维 可 积 KdV 方程 的 多 线性 分 离 变 量 解 是 


~ (a+b)(1+ap+a2g+ Apa)?" id 
ies 12pz4 (a1 T Aq) 
~ (a+b)(1+ ap + azq + Apq) 
12(a1 + Aq)?p2 
* (a +b)(1 + a1p + a2q + "n (4-100) 
其 中 v HA (4-97) 确定 , p HA (4-98) 确定 , q HA (4-96) 确定 . 
因为 co, ci, co 是 上 的 任意 函数 , 所 以 可 以 改写 为 
Ast 
o=- (4-101) 
Ai 
_ Al Aat — A2Al: 一 A2Ast (4-103) 
Ai 
其 中 A, A, As 是 新 的 关于 变量 t 的 任意 函数 . 由 此 可 得 方程 (4-96) 的 一 个 特 解 
omg, Ai - 
1= As + qo(y) ido 
其 中 go(y) 是 y BERAR. 
对 于 KdV 型 方程 ，N 孤子 解 假设 为 
-14 3 fi* > Aifif; Y, AijAjrAikfifife + 
i—1 i<j i<j<k 
«Tas TI^. (4-105) 
i<j 121 


其 中 fi (i -12,--,N) 是 行 波 型 指数 函数 . 与 分 离 变 量 假设 (4-4) 比较 后 很 自然 
地 想到 一 个 问题 : 式 (4-105) 中 的 fi 是否 可 以 为 {x,t} 和 (y, t) 的 一 般 函 数 ? 由 于 
计算 的 复杂 性 , 先 考虑 在 所 有 的 fi 中 只 有 一 个 是 (y. t) 的 而 其 他 都 是 (m, t) 的 函数 . 
不 失 一 般 性 , 式 (4-105) 通过 重新 定义 可 以 写成 


$= Po + qP, = Piot P3), (4-106) 


42 多 线性 分 离 变量 解 EI: 


其 中 qd (yt) 的 函数 , Pi, Pm Ps) 是 {x,t} 的 函数 . 把 式 (4-106) 代入 方程 
(4-94) 得 


(LPL, + Patz — bg P — aPszvoz)qy + Ben Da io + b) 
412(2aP3, P3, — bP, P2, Da — 3aP3, P, Piz Dia + bP? Pizze Poze 
Job, P? Pisas )qy)(a + P3) + (24bP, P$, (P, — Pi Pia) 

— P? (A(2b — a) Pss; + 2(Pst + qc) (a + b)) Ps, 
+2P (bv2(a + b) P, — 3(a — b) P5,..))ay = 0. (4-107) 


变 基 分 离 上 述 方程 得 到 特殊 的 多 线性 分 离 变 量 解 


025 TD UPE (Pa Pias — PE) SPI — b) Pae + PÈ Paa 
x [(a + b) Pa — Pe + co + P$c2) — 2(a — 2b) Pas«]) , (4-108) 
(a — b — (a + b) P3; [P3z (2P3z Pyc2 — Pazci + Psiz) 
T Py (Pst + Pe — Po + co)] + (2a — Mass PS, 
1 Pen, — 4P3z Pyzzz)]} = 0, (4-109) 


其 中 co, c1, c2 是 上 的 任意 函数 , q HA (4-96) 确定 . 因此 得 2+1 4E KdV 系统 的 解 


d= 12qy P3; 
(a + b)(q + Pa)?” 
12(P Pys 一 P2) 12[(q + Plan — P$.] 


UE (a*bPP ^5  (acbqt Ay AA | (4-111) 


(4-110) 


与 后 面 第 三 小 节 中 的 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 比 较 可 以 发 现 , 假设 (4-106) 是 一 般 多 
线性 分 离 变 量 法 的 特殊 情况 . 
4.2.5 34-1 维 非 线性 系统 的 多 线性 分 离 变 量 解 

这 一 小 节 讨 论 如 何 用 多 线性 分 离 变量 法 来 求解 3+1 维 非 线性 系统 . 目前 已 成 
功 求 解 了 两 个 模型 , 3+1 YE Burgers 方程 234 和 Jimbo-Miwa 方程 223. 这 里 只 给 出 
3+1 维 Burgers 系统 的 多 线性 分 离 变 量 解 . 对 于 3+1 4E JM 方程 的 多 线性 分 离 变量 
解 , 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 文献 [222]. 

3+1 维 Burgers 系统 为 


ut = 2uuy 十 2vu; T 2wu;z + Urr + Uyy + Uzz, 
Ur = Uy; (4-112) 
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如 果 u 与 z 无 关 (mz = zu = u), (4112) 退化 为 已 知 的 2+1 YE Burgers F 
f£, 该 方程 可 以 从 一 般 Painlevé 可 积 性 分 类 得 到 ， 如 果 习 与 z 和 y 都 无 关 (或 
y 二 z= 二 2,V 二 Ww 二), 那么 就 是 著名 的 1+1 Burgers 方程 . 系统 (4-112) 的 另 一 
个 等 价 形式 可 以 由 热传导 方程 的 不 可 道 形 变 得 到 064, 172], 

与 2+1 维 情况 类 似 , 要 利用 多 线性 分 离 变量 法 求解 方程 的 第 一 步 就 是 把 所 研 
究 的 模型 变换 成 一 个 多 线性 形式 . 对 于 3+1 维 Burgers 系统 (4-112), 做 变换 


u = (lnf)yt+uo, v= (nf)z+tvo, w= (In f); + wo, (4-113) 
其 中 (uo, vo, wo] 是 任意 已 知 种 子 解 , 可 得 双 线 性 形式 


2uo( f fyy 一 e T 2vo(f fzy BE fzfy) T 2wo(f fzy mm F 2uoz f fz 
-H2uo: f fz E (f8, x fu)(fi = fuy — fzz 一 fez) T 2uoy f fy = 0. (4-114) 


显然 , (4-112) 具有 种 子 解 
ug = 0, vo = vo(z, z, t), wo = wo(z, z, t), (4-115) 


其 中 vo 和 wo 是 所 示 变 量 的 任意 函数 . 
利用 上 述 特殊 的 种 子 解 (4-115), 双 线 性 方程 通过 对 y 的 一 次 积分 可 以 简化 为 
线性 方程 


ft — Jun — frz — fzz — Af — 2vofz — 2wofz = 0, (4-116) 


其 中 4 是 {z,z,t} 的 任意 函数 . 

虽然 (4-116) 只 是 一 个 线性 方程 , 但 是 要 对 于 任意 的 函数 A. vo 和 wo 求解 该 方 
程 还 是 非常 困难 的 . 解决 的 关键 是 要 采用 一 个 合适 的 分 离 变量 假设 . 非常 幸运 地 是 ， 
与 2--1 维 的 情况 类 似 , 我 们 可 以 采用 一 个 非常 简单 而 又 基本 的 假设 


f = ao t aip(z, e, t) T a»q(y, t) a aap(z, e Way, t), (4-117) 


其 中 p 是 {z,z, 寺 的 函数 而 9 是 {y 匡 的 函数 . 
把 (4-117) 代入 (4-116) 得 


4(ao + a1p + a2g + 43pq) 十 (az + a3P)(dyy — qt) 
十 (al T a3q) (2vopz 十 2wopz + Pzz 十 Dzz 一 Pt) — f). (4-118) 


因为 式 (4-118) P q 5j z 和 z 无 关 而 其 他 的 函数 都 与 y 无 关 , 所 以 此 式 可 以 分 离 成 


43. 一般 多 线性 分 离 变量 法 : 69 - 


如 下 方程 组 
A = (cı (t)az — aica(t))(a2 + azp), (4-119) 
qt = duu 十 (aoa3 — aiaz)(cı(t) + c2(t)q), (4-120) 
Pt = 2vopz 十 2wopz + Prz + pz: 
十 (az + asp)[e1(t)(a2 + asp) — c2(t)(ao + op), (4-121) 


其 中 c(t) 三 ci 和 ext) = co 是 关于 上 的 两 个 任意 函数 . 方程 (4-120) 可 以 用 通常 的 
线性 分 离 变量 法 求解 , 即 


g 一 e(aoas 一 ala2) f cadt een aran) adr tnn tta 
十 / F; (k) cos(ky + O(k))e—* tdk+ f Fo(k)e* ("dk 
十 J Fiera l (4-122) 


其 中 Fi(k), F2(k), Fs(k) M 0(k) 是 任意 函数 (包含 了 5 函数 ). 尽管 变 系 数 偏 微分 方 

程 (4-121) 的 求解 非常 困难 , 但 是 由 于 函数 vo 和 wo 的 任意 性 使 得 我 们 可 以 采用 类 

似 的 手段 解决 这 一 困难 . 即 认为 p 是 {z,z, 甘 的 任意 函数 从 而 从 中 求解 出 wo( 或 vo) 
wo = 元 { 一 (az 十 asp)[cl(t)(as + azp) 一 cz(b(ao + a1p)] 十 

一 00pz 一 Pzz 一 Dzz] . (4-123) 


把 (4-117), (4-123) 和 (4-120) 的 解 代入 (4-113) 得 系统 (4-112) 的 多 线性 分 离 

变量 解 . 其 中 重要 的 一 点 是 , 势 量 

2(a1a2 一 a0a3)qypz 
(ao + a1p + a9q + aspq)? 
与 通 式 (4-26) 的 形式 完全 一 致 , 唯一 的 不 同 之 处 就 在 于 g 是 1+1 维 变 系 数 热传导 
方程 的 解 而 p 是 关于 三 个 变量 的 任意 函数 . 

最 后 需要 指出 的 是 , 文献 [169] 已 经 证 明 普 适 公式 中 的 ao 和 as 可 以 简单 地 到 
KE. 但 是 本 书 中 仍 采 用 这 种 形式 . 其 原因 一 方面 是 由 于 它 的 物理 意义 明确 C5 p, q 
简单 地 取 定 为 指数 函数 时 , 它 即 代表 标准 的 单个 dromion 解 ), 另 一 方面 是 由 于 这 种 
形式 更 易于 研究 各 种 各 样 的 非 线性 激发 模式 极其 相互 作用 性 质 . 


4.3 ”一般 多 线性 分 离 变 量 法 


在 上 两 节 中 我 们 建立 了 多 线性 分 离 变量 法 并 且 给 出 了 诸多 非 线性 系统 的 多 线 
性 分 离 变量 解 . 从 中 可 以 看 到 , 所 有 多 线性 分 离 变量 可 解 系统 的 某 个 物理 量 都 可 以 


P = 2u; = 2vy = (4-124) 
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表示 成 一 个 通 式 , 而 且 此 通 解 中 引入 了 一 些 低 维 的 变量 分 离 的 任意 函数 , 由 于 非 线 
性 系统 不 允许 线性 迭 加 原理 , 因此 如 何 推广 多 线性 分 离 变量 法 使 得 更 多 的 变量 分 离 
函数 进入 多 线性 分 离 变量 解 成 为 了 一 个 重要 的 问题 . 为 此 , 我 们 进一步 推广 了 多 线 
性 分 离 变量 法 并 因此 提出 了 一 般 多 线性 分 离 变量 法 , 得 到 了 含有 更 多 变量 分 离 函数 
的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 . 

相 比 于 多 线性 分 离 变量 法 求解 的 一 般 描 述 , 一 般 多 线性 分 离 变量 法 的 求解 过 程 
也 可 类 似 地 分 成 四 个 步 又 , (0) 多 线性 化 非 线性 系统 , (2) 做 变量 分 离 假设 , (3) 分 高 
方程 , (4) 求解 变量 分 离 方程 . 一 般 多 线性 分 离 变 量 法 比 基 本 的 多 线性 分 离 变 其 法 的 
推广 之 处 主要 集中 在 第 一 和 第 二 步 又, 即 多 线性 化 非 线 性 系统 和 做 分 离 变 量 假设 . 

第 一 类 一 般 多 线性 分 离 变 量 法 是 通过 推广 多 线性 分 离 变 基 法 的 第 一 步 又 实现 
Bj. 对 于 多 线性 分 离 变量 法 , 把 非 线 性 系统 的 场 量 仅 按 一 个 任意 函数 展开 并 由 此 给 
出 多 线性 方程 , 因而 此 多 线性 方程 仅 是 关于 单个 函数 的 . 对 于 第 一 类 一 般 多 线性 分 
离 变 量 法 , 把 非 线 性 系统 的 场 量 按 多 个 任意 函数 (主要 考虑 了 两 个 函数 的 情况 ) 展 
开 由 此 得 到 关于 多 个 函数 的 多 线性 方程 . 对 这 些 任 意 函 数 做 相同 的 变量 分 离 假设 ， 
从 而 解 得 第 一 类 一 般 多 线性 分 离 变量 解 . 利用 第 一 类 一 般 多 线性 分 离 变 量 法 主要 
求解 了 修正 NNV 系统 和 2+1 维 sG 系统 . 

第 二 类 一 般 多 线性 分 离 变量 法 是 通过 推广 多 线性 分 离 变 量 法 的 第 二 步骤 实现 
的 , 即 推广 变量 分 离 假设 . 在 4.3.2 节 中 我 们 将 会 给 出 具体 的 推广 的 变量 分 离 假设 
表示 式 并 由 此 得 到 第 二 类 一 般 多 线性 分 离 变量 解 . 第 二 类 推广 方法 主要 求解 了 长 
波 色散 方程 _BKK 系统 、 高 阶 BKK 系统 和 2 + 1 维 势 Burgers 系统 . 

下 面具 体 给 出 两 类 一 般 多 线性 分 离 变量 法 和 相应 的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 . 


4.3.1 ”第 一 类 一 般 多 线性 分 离 变量 解 


1. 修正 NNV 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 
修正 NNV(MNNV) 系统 194 


Ut 十 Uzzz + Uyyy 十 c?u3 十 ou 十 3uzVzz + 3uyvy, = 0, (4-125) 


Uzy + 0^ Uzuy = 0, (4-126) 


其 中 o? = 1, 是 MNNV 族 的 主要 成 员 , 它 与 一 般 Lamé 系统 相 联系 29. 式 中 , 若 
cg? = —1, (4-125)~(4-126) 称 为 MNNV I 系统 ; X; o? = 1, 则 称 为 MNNV II 系统 . 
2+1 维 sG 系统 是 MNNV I 族 负 方 向 的 一 个 方程 0981. 

从 第 一 类 一 般 多 线性 分 离 变 量 法 的 基本 描述 可 知 , 首先 要 得 到 系统 (4-125)~ 
(4-126) 的 场 量 {u v} 关于 多 个 函数 的 展开 形式 . 经 计算 得 


u = +o mÍ 十 uo, v = — ln( fg) + vo, (4-127) 
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其 中 (uo, vo) 是 MNNV 系统 的 一 个 任意 种 子 解 . 把 (4-127) 代入 MNNYV 系统 得 双 
线性 方程 


(D, 十 D3 十 D$ 十 3vozz Dz 十 3voyy Dy) f 'g 
Ho? (uda Dz + u$,Dy) X o^! (uos D} X uoyD2)f:g — 0, (4-128) 
[o D; D, + uo, D; + uoz D] f EA (4-129) 


接着 , 对 展开 函数 A 9 作 相同 形式 的 变量 分 离 假设 


f = ao + ap + a2q  aapq, (4-130) 
g = bo + bip + boq + bspq, (4-131) 


H p = He 5 y 6X5, q = qly,t) 与 > 无 关 , 常数 ai,bi(i = 0,… ,3) 仅 需 满足 
一 个 条 件 : 


paao 二 aaspo 一 alpo — a2b1 = 0. (4-132) 
显然 MNNV 系统 的 种 子 解 可 取 为 
uo = 0, vo = vı (z, t) + vo(y, t) = v4 + v2. (4-133) 


把 (4-130)~(4-133) 代入 (4-129) 可 知 (4-129) 是 恒 满 足 的 . PHE (4-130) ~(4-133) 
代入 方程 (4-128), 得 


qt + gyyy 十 9U2yydy 
(a3b2 — a253)q? 十 2(asbo — a2b1)q + aibo — aobi 
REM Dt + Przz 十 3vlzzpz 
-~ (asb, — a1b3)p? 十 2(asbo — a1b2)p + a2bo 一 aob2- 


根据 上 式 的 左边 与 z 无关 而 右边 与 y 无 关 分 离 上 式 , 可 得 两 个 变 基 分 离 方程 


(4-134) 


Pt + Prez 十 3Vlzzpz 

= —c|(aıbz — gab lp + 2(a1bs 一 asbo)p + aobz — a2bo], (4-135) 
qt + dyyy  3U2yydy 

= c|(a3bz — az2b3)q? 十 2(asbo — a3b1)q + aibo — agb], (4-136) 


其 中 c= c(t) 是 t 的 任意 函数 . 
类 似 于 多 线性 分 离 变量 法 , W p 和 4 为 任意 的 , 从 而 由 式 (4-135) 和 (4-136) 
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分 别 解 出 vi 和 vo, 分 别 为 


en = — gr rs + Pezz + e(t)[azbo — aba + 2(asbo — arba)p 

+(asbl — a1b3)p?]), (4-137) 
U2yy — XL + qyyy — c(t) [a1bo — agb; + 2(a3bo — a3b1)q 

+(asba — a2b3)q°]}. (4-138) 


至 此 , 得 到 了 MNNV 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 
ao 十 a1p + a2q + a3pq 


u = cto ln : (4-139) 
bo + bip + b2q + b3pq 
v — — ln[(ao + a1p + a2q + azpq)(bo + bp + boq + bapg)] 
+u + v3, (4-140) 
其 中 p A q 是 任意 函数 , 常数 满足 关系 式 (4-132), vi, vo 分 别 由 (4-137) 和 (4-138) 
确定 . 
MRZE F(= —2uzy/2) 和 G(= —2Uzy); 那么 有 
F=4 | 2(ala2 一 aoa3)pzpy 2(b1b2 — bob3)PzPy } 
(ao --aip-Faaoq-- aspq)? (bo+bip+ boq + bapgq)’ 
= +(Ua — Ub), (4-141) 
— 2(a1a2 一 aoa3)pzpy 2(b1bo 一 bob3)pzpy 
(ao +aıp + a2q + aspq)? (bo + bip + bag + bapa)?” 
=U, + Ùb, (4-142) 


其 中 Ua 和 Us 就 是 多 线性 分 离 变量 解 的 通 式 (4-26). 由 此 可 见 , WA FA G 的 解 
是 两 个 多 线性 分 离 变量 解 的 通 式 的 条 件 线 性 迭 加 . 称 其 为 条 件 线性 迭 加 是 因为 这 两 
个 多 线性 分 离 变 量 解 Ue 和 U 表达 式 中 的 常数 并 不 是 完全 独立 的 , 需要 满足 关系 
式 (4-132). 此 外 值得 一 提 的 是 解 (4-141) 和 (4-142) 正好 为 一 加 一 减 的 相反 情况 . 
2. 2 十 1 维 sG 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 
24-1 维 sG(2DsG) 系统 21 195] 


Uryt 十 UyUzt 十 Uztyt = 0， (4-143) 
Ury = Uuguy (4-144) 
的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 与 MNNV 系统 完全 类 似 . 
对 2+1 维 sG 系统 的 场 量 做 关于 两 个 组 数 的 展开 


u= si m + uo, v = ln( fg) + vo, (4-145) 
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其 中 uo, vo 是 任意 种 子 解 , 被 取 为 
uo — 0, vo = vi(z, t) + va(y, t), (4-146) 
把 (4-145)~(4-146) 代入 2DsG 系统 得 双 线 性 方程 


[Dz Dy Dk + viztDy + voyt Dz]f .9 — 0, (4-147) 
Dj,D,f E g — 0. (4-148) 


把 变量 分 离 假设 (4-130) (4-131) 代入 方程 (4-148) 得 关系 式 (4-132), 再 把 (4-130) 
(4-131) 代入 方程 (4-147) 得 


2Bige — 2Aipe([Aip? + 242p + azbo — boaolvizt + 2[A1p — Aalen: ` 
—((Bg? 一 2429 十 bao — a1bo]voy: 十 21814 — 42]qvt}qy ` = 0， (4-149) 


其 中 
Al =asbl — aıb3, A2 = asbo 一 bza), Bı = a2ba — a3b2. (4-150) 


类 似 地 , 视 P 和 9 为 任意 函数 从 而 由 (4-149) 和 (4-150) 分 别 解 出 vi 和 v, 分 别 为 
_ (c+2Aipi)pz — 2(Aip — A2)pzt 


zt = 4-1 

iet 7 Arp? + 242p  agbo — bzao TOM 
(c + 2B1q«)qy — 2(Biq — A2)gyt 
eX ICE Et 4-152 
Vat Pai Ge 2AÀ»q 十 biao e aibo ( i ) 
其 中 c = c(t) 为 任意 函数 . 
对 于 2DsG 系统 , 定义 

F = 2iuzy, G = —2vgy, (4-153) 


则 得 结果 (4-141) 和 (4-142). 
对 于 实 的 2DsG 系统 和 实 的 MNNV I 系统 , 常量 v 本 身 就 非常 重要 . u 是 实数 
这 一 条 件 说 明 9 是 f EHHE, 即 


g=f*. (4-154) 
因此 , u 的 解 变 为 
u = 
(air + Agr — aziqi)pi + (aor + Apr)gi 十 Pr(ali + asiqr) + aoi + a2iqr 
2 arctan | 一 
(a1; + Age + asiqr)pi + (asipr + azi)qi — Pr (air + Agr) — aor — Gäste 3 


(4-155) 
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HE FER r 和 i 分 别 表示 函数 的 实 部 和 虚 部 ， 
air = (a1), aii = Sar). (4-156) 


事实 上 , 表达 式 (4-127) 和 (4-133) 暗示 着 对 于 实 的 MNNV I 和 2DsG 系统 , f 
和 9 可 以 简单 地 取 为 3] 


f=1+ipg g-1-—ipq, (4-157) 
由 此 可 得 
u = 2arctan(pq). (4-158) 


值得 指出 的 是 ， 些 多 线性 分 离 变 量 解 等 价 于 用 Moutard 变换 得 到 的 结 


果 [62, 63, 122, 168] 


4.3.20 ”第 二 类 一 般 多 线性 分 离 变量 解 
1. 长 波 色散 方程 的 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 


2+1 维 长 波 色散 方程 
Uyt + es + UzUy 十 zy = 0, (4-159) 
Me Us + qus t+ uns d urey=0 (4-160) 
通过 变换 
u= vi T uo, ge ?学 一 vs 十 o, (4-161) 


其 中 (uo, 10) 是 任意 种 子 解 , 成 为 三 线性 方程 


2f. fi (fas + fe) — lb Een + ba bat + fofn) + Eesen  fufazz 

+fefazylf + al Pl an — Í fyfan — 2f fa fay LEE UB 

f Een — ffy)uos + f(f faz — f2)uoy] + (frzzz + foyi)f? =0. (4-162) 
(ro + 1 F uoy)(f frz — f2) + f fz(noz  uozy) = 0. (4-163) 


取 长 波 色散 方程 的 种 子 解 为 
uo = uo(z,t) = uo, no = 一 1， (4-164) 


其 中 uo 是 {x,t} 的 任意 函数 . 


4.3 一 般 多 线性 分 离 变 量 法 dch 


已 经 知道 长 波 色散 系统 (4-159)~(4-160) 有 两 组 无 穷 多 对 称 并 且 每 一 组 对 称 中 
都 含有 一 个 关于 变量 y 或 t 的 任意 函数 054, 这 预示 着 可 以 得 到 含有 无 穷 多 关于 y 
或 上 的 任意 函数 的 解 . 为 此 可 以 把 基本 的 变量 分 离 假设 (4-130)( 或 (4-4)) 推广 成 


N 
f = go+ pigi, (4-165) 
i=1 


数 . 把 (4-164) 和 (4-165) 代入 到 三 线性 方程 后 求解 得 


N 
dit 一 S (cij 十 qiCi)9qj 1 一 0,1,--: iN. (4-166) 
j=0 
N 
Dit = (coo — ugÓ, 一 82)pi — Coi 十 Y (cjopi 一 C4)P 5; (4-167) 


j=l 
i21,2,-::,N, 


其 中 (ci, C; (=012……,N)} 是 t 的 任意 函数 . 

显然 , 当 N = 3, qo = ao, qi = 01, 92 = a29, q3 = 43g, P1 = P3 = p, pa = 1 时 , 推 
广 的 变量 假设 (4-165) 退化 到 了 原 基本 的 变量 分 离 假设 (4-130). 

至 此 得 到 了 长 波 色散 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 


v 三 一 7 一 1 


N N N 
SC i21 十 i-1 j=l 


= N m 了 E Ug, (4-168) 
qo + > pigi C * 22) 
cl i-1 
N 
2 KN) 
ue —R + up. (4-169) 


N 
qo 十 y piqi 
121 


可 以 看 出 , 除了 一 个 1+1 维 {x,t} 的 任意 函数 (uo 和 p; 中 的 一 个 ) 之 外 , ON 二 
1)(N 十 2) 一 1 个 关于 t 的 任意 函数 出 现在 了 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 中 . 求解 方程 组 
(4-166) 和 (4-167) 的 过 程 中 可 以 引入 更 多 的 分 别 是 y 和 {x,t} 的 任意 函数 . 选取 
N — 1, cij = Ci = 0, pı = p, qo — ao + qo, DIS (4-168) 被 简化 为 

u 2p; (qiqov = (ao 十 do läis - y. 
D 三 = V, 
(ao + go + pq)? 
其 中 go 和 qi 是 y 的 任意 函数 ,p 是 {x,t} HET AR. 


(4-170) 
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2. BKK 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 


BKK 系统 
Ha — Hzzy + 2(H Hz)y + 2Gzz = 0, (4-171) 
G, + Gas + 2(HG)z = 0 (4-172) 
经 过 变换 
H = (ln f)z + Ho, G = (In f)zy + Go, (4-173) 


其 中 (Ho, Go) 是 任意 种 子 解 , 得 到 多 线性 方程 


2Ho(2f2f, T e E pi 2/5 77 E 2f fzfzy) T 2Hoyf (f fzz Ge" éi 
Ted fa CH ep f(fzfw T m T Oé 十 fa ferry T fy fraz ch frz Een) 
+2Hozf (f fry ES Feb 十 foy T Jassy) T 2 f; fy( ft SÉ fzx) Kam 0, (4-174) 


(ffzz 一 / + f fz3z)(Go — Hoy) = 0. (4-175) 
取 BKK 系统 的 种 子 解 为 
Go = 0, Ho = h(z, t) =h, (4-176) 


其 中 h 是 所 示 变 量 的 任意 函数 . 把 推广 的 变量 分 离 假 设 (4-165) 和 种 子 解 (4-176) 
分 别 代 入 多 线性 方程 (4-174) 和 (4-175) 后 可 解 得 
N 


qit = > (e + qiC;)4j, i= 0, 1, iu SN, (4-177) 
j=0 


N 
Pit = (Coo — 2h0, 一 82)pi 一 Coi 十 >》 (ciopi = Cji)Dj 121.2, (4-178) 
j=l 
其 中 (ci; Cj (i, j ES 0, 1,2, Gë ,N)) 是 t 的 任意 函数 . 
BKK 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 为 
G= -zi0z， H=— pes Xiz piat +h, (4-179) 
2 qo + Ñi Pigi 
其 中 Ug HA (4-168) 给 出 . 
3. 高 阶 BKK 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 
高 阶 BKK 系统 057 


Hy + 4(Hzz + H? — 3H Hz + 3H gy)zy + 12(Hgy)zs = 0, (4-180) 
Hut 十 4(gzzy 十 3H?g, T 3H gzy T 39y9z)z =0 (4-181) 


4.3 一般 多 线性 分 离 变量 法 7: 
经 过 变换 
H —(Inf);-- Ho, g= (In f)z + go, (4-182) 
其 中 (Ho, go) 是 任意 种 子 解 , 得 到 一 个 三 线性 方程 


f" (4fzzzzy + feyt) + 12[2fzfyfzz tf(f frzzy — fyfzzz — (frfry)z)] Ho 
T 12[2 f. (fs fy — f Jay) + P^ Leen — Í fyfzzl( HS + goz)  2fz fu (f + 4frzz) 
—Jffyfzt + Af Losse + 4fryfzzz + 4fzfzzzy + ftfzy + frfre) 
+12f (f fry — fefy)(gos + He)z + 12f (f fzzy — ba las = 0. (4-183) 


取 种 子 解 为 

H = Ho = Ho(z,t), g = go € go(2,t), (4-184) 
其 中 Ho 和 go 都 是 {x,t} WERK. ERTA (4-184) 和 一 般 变量 分 离 假设 
(4-165) 代入 三 线性 系统 (4-183) 后 求解 得 


N 
gu — A (cii Cjd)gj, i=0,1,-,N, | (4-185) 
j=0 


Pit = —Apizzz — l12Hopisz = 12(goz + Hô )piz + coopi — Coi 


N 
+》 (com cu) i=1,2,.…,N, (4-186) 
Ze) 


其 中 {cij,C; (i,j = 0,1,2,… ,Ni 是 上 t 的 任意 函数 . 
对 于 势 Gı = 2H, = 2gy, 有 


G; = Ug. (4-187) 


文献 [138] 给 出 了 与 此 系统 等 价 的 高 维 BKK 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 . 
4. 2 十 1 维 势 Burgers 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 
2+1 维 势 Burgers 系统 


Uyt — UyUyy 一 QUzVzy — buyyy 一 Qbuzzy = 0, (4-188) 
其 中 a Hb ETEM, 经 展开 式 


v = 2bln f + vo, (4-189) 
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其 中 vo 是 任意 种 子 解 , 变换 成 双 线 性 系统 
voy(f fyy m ju) T avoz(f fzy = fzfy) T Voyy J fy T avozryf fz 


-(f8, — fy)(f« — bfyy — abfzz) = 0. (4-190) 
取 系 统 (4-188) 的 种 子 解 为 
WU 一 vo(z, t), (4-191) 
其 中 vo 是 所 示 变 量 的 任意 函数 . 计算 发 现 一 般 变量 分 离 假设 (4-165) 在 条 件 
N 
Pit = - + avgoO, — Qi 十 E) Pi, i1= 1,2,...,N, (4-192) 
j=1 
qit = bgiyy 十 (ao 十 oi)qi, $24 loss N (4-193) 


下 可 以 求解 双 线 性 系统 (4-190), 其 中 Qi (i eg d 1,2,: wiki NJ, Bj (j m 142, digi ,AN) 都 
是 关于 t 的 任意 函数 . 由 此 可 得 


1 
w = Sien ss Up. (4-194) 


4.4. 非 线 性 局 域 激发 模式 


寻找 高 维 可 积 系统 的 局 域 激 发 模式 是 孤立 子 理论 中 重要 而 又 困难 的 研究 内 容 
之 一 . 按 常理 , 由 于 高 维 空间 变量 的 进入 , 局 域 激发 模式 应 该 会 丰富 得 多 .比如 在 
14-1 维 的 情况 下 , 局 域 性 只 能 限制 在 某 点 附近 (点 状 的 局 域 激发 ); 而 在 2--1 维 的 情 
况 下 , 局 域 性 就 有 可 能 限制 在 一 条 封闭 的 曲线 ( 环 ) 附近 . 然而 由 于 数学 上 的 困难 ， 
即使 要 寻找 高 维 点 状 的 局 域 激发 模式 也 是 非常 困难 的 (如 著名 的 KP 方程 点 状 的 指 
数 收敛 型 激发 至 今 尚未 解决 )， 局 域 激 发 也 很 难 找到 , 直到 1988 年 才 对 个 别 系 统 在 
点 激发 方向 有 所 突破 , 而 要 寻找 其 他 类 型 的 局 域 激发 一 直 未 有 起 色 . 2000 年 楼 森 岳 
的 有 关 NNV 方程 的 分 离 变量 解 的 提出 才 使 问题 有 了 起 色 . 前 面 我 们 分 别 讨 论 了 多 
线性 分 离 变量 法 和 一 般 多 线性 分 离 变量 法 并 得 到 了 大 量 非 线 性 系统 的 多 线性 分 离 
变量 解 和 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 ， 有 意思 的 是 不 同系 统 的 某 些 场 基 的 多 线性 分 离 
变量 解 或 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 可 以 由 一 通 式 统 一 描述 , 并 且 通 式 中 包含 了 一 些 低 
维 的 任意 函数 ， 正 是 这 些 低 维 任意 函数 的 存在 使 得 寻找 非 线性 系统 的 局 域 激发 模 
式 变 得 非常 容易 入 手 , 直接 导致 了 一 些 重 要 的 发 现 和 结论 . 

下 面 将 给 出 多 线性 分 离 变 量 解 (或 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 ) 通 式 所 描述 的 各 类 
稳 态 局 域 激 发 模式 , 主要 是 由 不 同 的 函数 表示 给 出 一 些 已 知 的 激发 模式 , 随后 依次 
研究 2+1 HÈ peakon 解 、compacton 解 和 隐形 孤子 及 其 碰撞 特性 、 孤 立波 CP) 的 裂 
变 聚 变现 象 、 混 沌 孤子 激发 、 分 形 孤 子 激发 模式 、 折 倒 孤立 波 和 折合 子 等 等 , 最 后 
给 出 3+1 维 激发 模式 . 
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4.4.1 共振 dromion 解 和 solitoff ff 


如 果 选 取 
N N 
p= X 'exp(kiz 十 wit 十 zoi) = 3 exp(é&i), (4-195) 
i=1 i1 
M J 
q= 2 exp(Kiy + yoi) > exp(Qt), (4-196) 


i=1 j=1 


其 中 Toi, Yoi, ki, wi, Ki 和 Qi 是 任意 常数 ，M, N 和 J 是 任意 正 整数 , 那么 就 可 以 得 
到 各 种 类 型 的 共振 dromion 解 或 者 多 solitof fp ( 半 直 线 孤 子 解 ). 图 4-1~ 图 4-4 是 
由 四 条 直线 孤子 的 共振 效应 引起 的 四 类 特殊 局 域 激发 模式 在 t= 0 时 刻 的 结构 . 

图 4-1 描绘 了 第 一 类 单 共振 dromion ft, 其 对 应 参数 选取 为 


M=N=2, aj =J= k = Kı =1, ka = Ka s, 
Ou = Q2 = 3, ü3 — > (4-197) 
和 
Zo = Um — fo = yo» = 0. (4-198) 
图 4-2 描绘 了 四 dromion(1E fi dromion 各 2 个 ) 的 单 共振 解 , 其 对 应 参数 选 定 
为 (4-198) 和 
M =N 2, J = —kı = Kı = Q0 = a2 = Q3 = 1, 
1 1 
ko = — K» = 3' à] = PS (4-199) 


| 


| | 


` M D 
Mp 


图 4-1 第 一 类 单 共 振 dromion 解 ， 图 4-2 ”第 二 类 单 共 振 dromion 解 ， 
参数 选取 为 (4-197) 和 (4-198) 参数 选取 为 (4-198) 利 (4-199) 


图 4-3 描绘 了 单 共振 solitoff 解 , 其 对 应 参数 选 定 为 (4-198) 和 


M=N=2, J = ki = Eis = 1, ka Ka = — 
01 = da = 3, a3 = 0. (4-200) 
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图 4-4 描绘 了 四 共振 solitoff 解 , 其 对 应 参数 选 定 为 (4-198) 和 


Go = On = A. a3 = 0. (4-201) 


y 10 


20 20 
图 4-3 ” 单 solitoff 解 ,参数 为 (4-198) 图 4-4 四 共振 solitoff 解 , 参数 选 
和 (4-200) 取 为 (4-198) 和 (4-201) 


4.4.2 多 dromion 解 和 dromion 格 点 共振 


在 式 (4-195) 中 , 虽然 存在 着 一 些 共振 dromion 解 , 但 是 还 是 无 法 给 出 非 共 振 的 


多 dromion fif. 为 了 得 到 多 dromion fff, 需要 重新 选择 任意 函数 p 和 9g 的 表达 式 . 
如 选取 


N N 
p= > b; tanh?* (kiz + wit + Toi) = A b; tanh™ (£i), (4-202) 


i—1 (EM 


M J 
q— 2 ci tanh®" (Kiy + yoi) 3. exp(Q;t), (4-203) 
i=l j=l 
其 中 Zo, Joi: ki, Wi, Ki, Bi, bi, Ci, Qi, Qi 是 任意 常数 ， M, N, J 是 任意 正 整 数 ， 那么 可 以 
得 到 第 一 类 多 dromion 解 . 
当然 , 要 得 到 多 dromion 解 , 对 任意 函数 p 和 q 还 有 很 多 不 同 的 选取 方法 . 如 


N 
p—f(0) | 0— 3 bitanh?' (kiz + wit + zi), (4-204) 


$1 
M J 

q=g(n) 7= A ee Lan" (K;, + yo) 》 exp(Qt), (4-205) 
i=1 j=1 : 


其 中 f(9) A glin) 分 别 是 关于 9 和 ”的 可 微 函 数 , 那么 就 可 以 得 到 第 二 类 多 dromion 
解 一 一 dromion 格 点 结构 . 图 4-5 描绘 的 是 在 t = 0 时 刻 的 一 类 特殊 形式 的 dromion 
格 点 结构 , 对 应 的 取 值 为 


f(0) = exp(0),  g(n) = exp(m) (4-206) 
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图 4-5 ”一 类 特殊 的 dromion 格 点 激发 


和 
M = N = 5, J = a = 1, ai = az = 10, as — 5, (4-207) 
ki = K; = 2, Qi = f = l, Toi = Yo; = 一 15 + 5i, (4-208) 
Db, = Ge = 0.1, 121,2,:--,5. (4-209) 


多 dromion 解除 了 可 以 由 直线 孤子 驱动 之 外 , 它 还 可 以 由 曲线 孤子 驱动 得 到 . 
A (4-24) 表明 一 般 的 多 dromion 解 可 以 由 二 族 直 线 孤 子 和 一 族 曲 线 孤 子 形成 . 第 一 
族 直 线 孤 子 出 现在 因子 Qy 中 , 即 可 取 


N 
Q, — 2. Qi(y — vio), (4-210) 
其 中 Q; = Qi(y—vio) 代表 一 条 直线 孤子 ， 即 在 直线 y = Vio 上 有 限 而 当 远离 直线 时 快 


速 衰减 ; 第 二 族 直线 孤子 类 似 地 出 现在 因子 P 中 . 一 族 曲 线 孤 子 由 Vaoas cosh 1(P4- 
Q t In 23) 和 varaz cosh 3(P — Q -- In 22) 确定 ,其 对 应 的 曲线 由 


P -- Q-- In > min 
40 


Poli 
ao 


A (4-211) 


已 -Q+n a = min (4-212) 
2 


PO 
Q2 


确定 , 曲线 孤子 的 个 数 等 于 式 (4-211)~(4-212) 中 枝 的 个 数 . dromion 就 位 于 这 些 直 
线 和 曲线 的 交点 或 者 最 近 点 处 . 


4.4.3 多 lump fff 


在 高 维 模型 中 , 所 有 方向 都 收敛 的 局 域 激发 模式 除了 指数 收敛 的 dromion 解 外 ， 
男 一 个 重要 的 是 代数 收敛 的 lump 解 . 2+1 维 可 积 系统 的 多 lump 解 可 以 通过 对 任 
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意 函 数 的 多 种 选取 得 到 . 例如 , 选取 任意 函数 p 和 4 分 别 为 


Y 1 d 1 
NN Luc rU ipm e EN 4-213 
d 2. l-(kz-wt-zg)' * 3 1+ (Kiy — yio)? ) 


其 中 ki, Ki, Wi, Tio. yio 为 任意 常数 , 即 可 得 一 类 特殊 的 多 lump 解 . 
4.4.4 ”多 振荡 dromion 和 多 振荡 lump fff 


如 果 任 意 函 数 p 和 q 中 包含 一 些 空间 变量 的 周期 函数 , 那么 就 可 以 得 到 具有 振 
158) dromion 和 多 lump 解 . 
图 4-6 给 出 了 振荡 lump WTE t = 0 时刻 的 图 像 , 对 应 的 函数 和 参数 的 选取 为 
1 1 


p= 1 + [(z — ct)(cos(z — ct) + 5/4)?" i 14-3? 


(4-214) 


gn = a3 = 1, Gi = 04 = 5. (4-215) 


图 4-7 是 振荡 dromion 解 在 t= 0 时 刻 的 图 像 , 对 应 的 函数 和 参数 取 值 为 (4-215) 


p= exp : 一 » (3) E sin (6) (£+ 2] i (4-216) 
q =exp ; 十 (3) Bé Sin (6) (£+ 22] (4-217) 


RI 


图 4-6 ”振荡 lump 解 (4-26) 和 (4-214)-~ 图 4-7 振荡 dromion 解 (4-26) 和 
(4-215) 在 t=0 时 刻 的 图 像 (4-215)-(4-217) 在 三 0 时 刻 的 图 像 
4.4.5 ZRF 
如 果 任 意 函 数 P 和 q 包含 一 些 衰减 函数 , 那么 可 以 得 到 瞬 子 解 . 例如 , 当 
1 2sech?t 
TT eecht IT TE p 


ao = 2a3 = Ee à] = Q2 = 10 (4-219) 
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时 , 得 到 的 就 是 lump 型 瞬 子 解 . 时 间 从 [t| = 0 增加 | = 5 时 , lump 解 的 振幅 |U | 
从 ~ 0.42 快速 衰减 到 ~ 8.4 x 1075. 


4.4.6 ”多 环 弧 子 解 


除了 以 上 几 节 给 出 的 点 状 的 局 域 激 发 模式 外 , 高 维 模型 中 还 存在 其 他 具有 物理 
意义 的 局 域 激 发 模式 . 例如 , 在 2+1 维 模型 中 存在 着 环 孤子 解 ， 即 在 一 些 封闭 的 曲 
线 上 不 恒 等 于 零 而 当 远离 曲线 时 迅速 衰减 h62 165. 下 面 讨论 二 通 型 行 波 环 孤 子 解 
及 其 磁 撞 特性 和 多 环 型 呼吸 子 解 及 其 各 种 呼吸 模式 . 

1. 二 和 鞍 型 行 波 环 孤 子 解 

要 得 到 二 鞍 型 行 波 环 孤 子 解 , 设 定 任意 函数 p 和 4 的 具体 形式 为 


4 
D= exp {- 十 Te + 20t) + ) 
十 exp Lais — 20)? + s} : (4-220) 
2 
gq = exp (5 — d (4-221) 
以 及 其 他 参数 取 值 为 
0] = a2 = 5, ao = Gs = 0. (4-222) 


An T RRITET ERE, 时 刻 分 别 为 (a) t = 2. (b) 
t = —0.3, (c) t = 0 ffl (d) t — 2. 图 4-9 HeT —IECSHTTIHH LT RETE BI] t= 一 1 和 
碰撞 后 t = 1 的 等 高 线 图 . 从 图 上 可 以 看 出 , 两 个 蒂 型 行 波 环 孤 子 对 碰 之 后 完全 保 
持 了 形状 和 速度 . 因此 , 这 两 个 鞍 型 行 波 环 孤 子 之 间 的 碰撞 是 完全 弹性 的 . 

下 面 更 具体 地 研究 这 两 个 鞍 型 环 孤子 之 间 的 碰撞 行为 并 给 出 完全 弹性 碰撞 特 
性 这 一 严格 结论 . 把 图 4-8(d) 中 左边 的 鞍 型 行 波 环 孤子 从 其 中 心 位置 [x = 一 20cito+ 
ài, y = 62]( 其 中 to = 2,c1,61,62 是 与 速度 和 相 移 变化 相关 的 常数 ) 移 到 图 4-8(a) 中 
右边 的 鞍 型 行 波 环 孤子 的 中 心 位 置 [e = 20to,y = 0] E, 由 此 产生 的 单个 环 孤 子 可 
以 由 下 式 描 述 


U (t = to), rzo 
Ui = 


0, r0 


(4-223) 


r—r-—20(ci 十 1)to 十 51， y—>y+őz 
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(b) xz= -0.3 


(dir? 
图 4-8 "eric, Titel 
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X 


(a) t — -1 (b)t 1 


图 4-9 二 鞍 型 行 波 环 扳 子 碰 撞 前 后 的 等 高 线 图 ,等 高 线 的 值 从 里 到 外 分 别 为 
(U|-0.01,0.1,0.3 


-30 -20 -10 0 10 20 30 40 -30 -20 -10 0 10 20 30 
* 


其 中 U(t — to) 由 (4-26) 和 (4-220)~(4-221) 以 及 t = to > 0 确定 . 类 似 地 , 把 
图 4-8(d) 中 右边 的 鞍 型 行 波 环 孤子 从 其 中 心 位置 [x = 20czto + 03, y = ôa) 移 到 图 
4-8(a) 中 左边 的 鞍 型 行 波 环 孤子 的 中 心 位 置 [e = 一 20to,y = 0] E, 由 此 产生 单 环 扳 
于 


U = . (4-224) 


Z 一 T 十 20(1 十 cz )to 十 53，V 一 y 十 54 
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适当 选取 任意 常数 c1, 05,01 ~ 04 的 值 使 得 


vl = |U; -- Uo — U(t = —to)| (4-225) 
取得 极 小 值 . 
通过 计算 发 现 : 当 
Cj zm 0$ 1, (4-226) 
di = dn = ën = ĝ4 = 0 (4-227) 
时 
Ulmin — 2 x 10-13 ~ Q. (4-228) 


图 4-10 描绘 了 to = 2 时 (4-225) 在 (4-226) 和 (4-227) 条 件 下 所 得 结果 的 图 像 . 参 
数 01, 02,01 ~ 04 的 微小 变化 都 会 导致 v1 ~ U 的 快速 增加 . 


| h D M | 
Wi «i Y X bk : 


图 4-10 ”误差 函数 v1(4-288) 


XX (4-228)( 即 vl ~ 0) 表明 了 环 孤子 在 碰撞 之 后 完全 保持 了 它们 的 形状 ; 式 
(4-226) 表明 环 孤 子 在 碰撞 之 后 保持 它们 原 有 的 速度 不 变 ; 式 (4-227) 意味 着 两 个 环 
孤子 之 间 的 对 碰 没 有 相 移 . 类 似 的 研究 表明 两 个 行 波 环 孤 子 的 追 磁 过 程 有 与 对 碰 完 
全 一 致 的 结果 . 

2. 多 环 型 呼吸 子 解 

在 1+1 维 模型 中 , 呼吸 子 是 另外 一 类 非常 重要 的 非 线性 激发 模式 . 利用 任意 函 
3X p RI q 可 以 非常 容易 地 构造 出 具有 丰富 结构 的 2+1 维 呼吸 子 解 . 

在 此 给 出 一 个 特殊 的 例子 , 即 多 环 型 呼吸 子 . 选取 pA 4 分 别 为 


p= ET (—(fui(t)z — foi(t))? + bit), (4-229) 


= >” exp Lan (al — g2;(t)) , (4-230) 
j=1 


. 86- PUE ”多 线性 分 离 变 量 法 


其 中 (fii = fuilt), foi = filt), fai = failt), gij = 91;(t), 92; = g2;(t) (i = 1,,2,--- , N, 
j == 1,2,… , M)} 是 任意 周期 函数 . 

从 表达 式 (4-26) 和 (4-229)~(4-230) 可 以 看 出 , 这 类 多 环 型 呼吸 子 可 以 通过 多 
种 方式 “呼吸 ”, 如 函数 fii giis foi 的 周期 性 使 得 振幅 “呼吸 ”; fai/fii.g2;/9g1; 的 周 
期 性 使 得 半径 “呼吸 ”; fo; 的 周期 性 使 得 位 置 “ 呼 吸 ”". 具体 可 看 图 4-11. 


J MN t) D 25 j P 
` Uu, 


Vy N m s 
dir, 
y D Mrt. 
D 


Ké 
d 


(d)t=7/2 
图 4-11 一 类 特殊 的 单 环 型 呼吸 子 的 演化 图 
图 4-11 对 应 的 参数 是 (4-229) 和 (4-229) 以 及 
M = N = Ou = Q2 = 911 = l, an = 3 = 0, (4-231) 
Ta zs gn =5, bus cos(t) 十 d f?31 = —20 sin(t). (4-232) 
从 图 4-11 可 以 看 出 , 单 环 型 呼吸 子 的 振幅 在 ~ 0.8 RI ~ 6 之 间 ER”, 半径 在 r 77 
问 在 ~5 和 ~~20 之 间 "IER", 中 心 位 置 在 ~ -15 和 ~ 15 之 间 “呼吸 ”. 
4.4.7 2+1 维 peakon 解 
Camassa 和 Holmls5 关于 1--1 维 非 线性 演化 方程 的 弱 解 的 开拓 人 性 工作 引起 了 
物理 学 家 和 数学 家 极 大 的 兴趣 023, ?中 .由 于 这 类 孤立 波 解 在 其 顶峰 处 是 不 连续 的 ， 
因此 被 称 为 peakon #435. 虽然 早已 知道 Camassa Holm(CH) 方程 的 1+1 维 peakon 
解 之 间 的 碰撞 是 完全 弹性 的 而 且 CH 方程 已 经 通过 多 种 途径 被 推广 到 了 2+1 维 的 


情形 boal, 但 是 2+1 维 peakon 解 的 研究 却 是 从 多 线性 分 离 变量 解 的 得 到 才 得 以 开 
展 的 . 在 此 给 出 两 类 2+1 YE peakon 解 并 研究 了 其 碰撞 特性 . 
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第 一 类 2+1 维 peakon 解 是 通过 选择 函数 p 和 9 中 的 一 个 为 分 段 函数 而 男 一 
个 为 连续 函数 得 到 . 例如 , 选取 函数 4 为 连续 函数 (前 面 讨论 过 的 任何 一 种 连续 天 
数 ), 而 p 为 如 下 分 段 函 数 


M | Fi(z+ cit), z+ cit < 0, 
p- Kä (4-233) 
i=l —Fi(—r aa cit) -+ 2F;(0), 2 十 cit 2 0, 
Fi(Xoo) = Cai, % = 1,2, CR M, (4-234) 


这 里 C+; 是 常数 或 者 趋 于 oo. 


第 二 类 2+1 AE peakon 解 中 的 函数 p 和 4 都 取 为 分 段 函数 . p 由 (4-233) 给 出 
而 q 取 为 


g = (4-235) 


i=] 


N Gi(y), y < 0, 
—-Gi(-y)T2G;(0,  y>0, 
其 中 Gily) (i = 1,2,… ,N) 是 可 微 函数 且 满 足 相 同 的 边界 条 件 (4-234). 


图 4-12 描绘 的 是 第 二 类 2+1 维 peakon 解 的 碰撞 图 像 , 对 应 的 常数 和 函数 选择 
分 别 为 ao = 0,a1 = a2 = 2a3 = 1 和 


— In (tann ER -r+ 2) 


kb 
十 jn (em (5a 2-0) - 21s (tann (2). go 
zd (tann (ia zaai ) | 2425 
十 jn (tann (za 十 Z 十 2 ) ) 一 2jn (tanh DI , r» —2t, 
— In (tanh (ia 一 all A y&t, 


q= (4-237) 


十 jn (tann (30w)) 一 2jn (tana DI , y»90. 


rr<t 
p—-l-c 


十 (4-236) 
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图 4-12 ”两 个 peakon 解 之 间 的 碰撞 过 程 图 


从 图 4-12 可 以 看 出 , 这 两 个 2+1 维 peakon 之 间 的 碰撞 不 是 完全 弹性 的 . 碰撞 
后 , 它们 之 间 互 相交 换 形状 而 保持 了 原 有 的 速度 . 为 了 更 加 清晰 地 看 出 这 一 特性 , 把 
图 4-12(e) 中 左边 的 peakon 从 其 中 心 位置 [z = 一 2cito 4-01, y = 52] 移 至 图 4-12(a) 
中 左边 的 peakon 的 中 心 位 置 [e = —to,y = 0] E, 由 此 得 到 一 个 单 2+1 维 peakon 
解 


U(t = to), tt 0 
Uı = l (4-238) 


0, æ D 
rz—r—(2c;-—1)to-4ó;, y—y-ó3 


其 中 U(t = to) 由 (4-26), ao = 0,al = az = 2as = 1, (4-236) 和 (4-237) 确定 . 类 似 
地 , 把 图 4-12(e) 中 右边 的 peakon 从 [x = coto 4-03, y = 04] 移 至 图 4-12(a) 中 右边 的 
peakon 的 中 心 位 置 [z = 2to, y = 0] 得 一 个 单 2+1 YE peakon 解 


0, rsz0 
JEE (4-239) 


U (t = 5), r0 
r—z—(2—c2)to4ó3, y—y--ó4 
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适当 选取 常数 ci, c2, äi ~ 04 使 得 
vl = |U; 4- U2 — U (t = —to)| (4-240) 
取 极 小 值 . 经 过 计算 发 现 , 当 


cl — co — 1, (4-241) 
di = Ai = dn = Ai = 0 (4-242) 

时 
vlnia — 7 x 1077 ^ Q. (4-243) 


图 4-13 描绘 了 v1(4-240) 在 参数 选择 为 (4-241) 和 (4-242) F to = 8 时刻 的 图 像 . 
A (4-243)( 即 v1 ~ 0) 表明 了 两 个 peakon 在 碰撞 过 程 中 完全 交换 形状 . 式 (4-241) 
显示 了 这 两 个 peakon 在 碰撞 后 保持 了 原 有 速度 . XX (4-242) 意味 着 两 个 peakon 在 
对 碰 过 程 中 不 发 生 相 移 . 这 些 结 论 对 于 两 个 peakon 之 间 的 追 磁 过 程 也 同样 成 立 . 


图 4-13 WR eR C 由 (4-240) 在 参数 (4-241)~(4-242) F =8 时 刻 的 图 像 


4.4.8 2+1 SÉ compacton | 


除了 peakon 解 ，1+1 维 可 积 系统 中 还 存在 着 另外 一 类 被 称 为 compacton 的 
弱 解 . 这 类 解 的 特点 是 在 一 个 非常 有 限 的 区 域内 有 非 专 解 而 在 其 他 区 域内 恒 为 专 ， 
在 这 个 区 域 的 边界 上 函数 及 其 一 阶 导 数 连 续 而 二 阶 导 数 不 连 续 . 类似 于 2+1 HE 
peakon 解 , 利用 多 线性 分 离 变量 解 中 的 任意 函数 , 可 以 把 1+1 维 compacton 解 推广 
到 2+1 维 的 情形 . 


如 果 选 取 
N 0, T + vit S zii, 
pa A A pí(r-vt)—-pi(zu) Tu < £+ vit S Ti, (4-244) 
一 | pi(z2i) — pelz), T vit > Tat, 
M 0, y S yij: 
q= 4 gly) — gi), uj < yy, (4-245) 
j=1 


gi(y2i) — qi(Y1i;), YY > ai 
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其 中 Pi, qj (i = 1,2,--- £N, j= 1,2,- , M) Je n A 2C H WS Sit 


Piz|z=z1; = Diz|z=z2 = 0, qjy |y=w; Qjyly-vz; = 0, 


那么 多 线性 分 离 变 量 解 通 式 (4-26) 描述 的 就 是 一 个 2+1 维 compacton. 


(4-246) 


下 面 对 解 (4-26) 和 (4-244)~(4-245) 作 渐 近 行 为 (t 一 F) 分 析 . 不 失 一 般 性 ， 


假定 


Vi < U2 L < UN. 


(4-247) 


因为 第 i 个 compacton 在 有 限 区 域内 非 零 , 所 以 可 以 写 出 它 在 碰撞 前 后 的 严格 的 表 


达 式 . 
碰撞 前 (t 一 —oo), 第 i 个 compacton 的 表达 式 是 


G- = (aoas =. 2102) Piz y 
* — (aoc a1 P; + a2q + a3P;q)?' 


其 中 q 由 (4-245) 确定 , P; 与 pi(4-244) 的 关系 为 
Pr =X "[p;(z2;) — »5(215)] 


j«i 
0, T+vit < Tli; 
+ pí(r-cvt)-pimzxii) — xii < T + vit < Tzi, 
pi(zoi) — pi(zii), T+ vit cs. 
一 般 的 多 compacton 解 (4-26) 为 


N 
Gim- = G,. 
cl 
碰撞 之 后 (t 一 +0), 有 


N 
Gt. oo - SG, 


i-i 
G* - (aoa3 a1a2) P: qy 
" (ao c a1P;* + a2g + a3Pt q)?’ 
Pt —  [p;(225) — Pi (mia) 
j»i 
0, T 十 Vit X xii, 
TA Pitz 十 zi 一 pitzliij Tii < T+ vit S Ti, 
pi(zoi) — pi(z1i), Z 十 Vit ri. 


(4-248) 


(4-249) 


(4-250) 


(4-251) 


(4-252) 


(4-253) 
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注 4.4.1 表达 式 (4-248)-- (4-253) 是 严格 的 而 不 是 近似 的 . 

ik 4.4.2 ”对 于 具体 的 问题 , 作 近 似 时 没有 必要 考虑 到 t 一 co 的 情形 . 事实 
E, 表达 式 (4-250) 在 碰撞 之 前 的 任何 时 刻 都 是 成 立 的 ( 即 对 于 所 有 没有 发 生 磁 撞 
的 compacton 而 言 ); 表达 式 (4-251) 在 磁 撞 之 后 的 任何 时 刻 都 是 成 立 的 ( 即 对 于 所 
有 已 经 发 生 磁 挤 的 compacton M A ). 

注 4.4.3 ”由 (4-26) 和 (4-244)~(4-245) 表示 的 compacton 在 碰撞 过 程 中 没有 
相 移 . 
从 渐 近 分 析 结 果 , 碰撞 前 的 (4-248)~(4-249) 和 碰撞 后 的 (4-252)~ (4-253) 可 以 
看 出 , 如 果 pi 和 a; 中 至 少 有 一 个 满足 


pi(z2i) — pi(zii) Æ 0, (4-254) 


那么 由 (4-244) 和 (4-245) 构造 得 到 的 compacton 之 间 的 碰撞 是 非 弹 性 的 . 如 果 适 当 
选择 使 得 所 有 的 pi 都 满足 


Pi(T2i) — pi(zii) = 0, (4-255) 
那么 compacton 之 间 的 碰撞 是 完全 弹性 的 . 
进一步 选取 
0， ep 
N 2ki E 
peo bi sin(k;(x + vit — zoi)) + bi, xoi — 2k, < z-4 id X Toi + St: 
2bi, £ + vit > Toi + 2k, 
(4-256) 
T 
0, y S yoj — 3^ 
ud . p” n 
q= Kä d;sin(l;(y — yoj)) + dj; Yoj — gp C9 S Voi + r^ (4-257) 
=! | 24 n. ) 
j y > Yoj 十 35 


其 中 bi, ki, Ui, TOi, di, lj, Yoj 是 任意 常数 . 
图 4-14 描述 二 compacton 解 (4-26) 在 (4-256)~(4-257) 以 及 参数 取 值 
N=2, Mz], ag9—20, al= az = 25a3 = 1, 
b = -—2, v —-1, -b =d =k =k =h =1, 
Zo = To2 = yoi— 0, v2—2 (4-258) 


下 的 相互 碰撞 过 程 . 从 图 4-14 上 可 以 看 出 , 这 两 个 compacton( 具 有 性 质 (4-254)) 
之 间 的 相互 作用 具有 一 个 新 的 现象 , 即 这 两 个 compacton 之 间 的 碰撞 是 非 弹性 的 
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且 没有 完全 交换 形状 . 从 图 像 上 验证 了 表达 式 (4-248)~(4-249), (4-256)~(4-258) 在 
t = 一 3( 碰 撞 前 ) 和 t= 3( 碰 撞 后 ) 的 正确 性 . 


图 4-14 


换 一 种 选择 , 如 果 


0, 
0, 
M 
EAR dj cos?;*! (15 (y — yo;)), 
j|. 


T 
bi cos% +! (ki(£ + vit — zoi)) Toi — — < T + vit € Toi + 


(e)t=3 
- compacton fff. (4-26) 和 (4-256)~(4-258) 的 演化 图 


T 
I + vit < Toi — 2k. 
T 
2ki 2k;' 
I - vit > roi + E 
i Oi 2k, 
(4-259) 
T 


y S Yoj — sr 
J 


7 T 
Yoj — 2; < y € Yoj + Sr: (4-260) 
j 


> Yoj + = 
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其 中 bi, ki, Vi, xoi, dj, lj, yoj 是 任意 常数 , {Qi, B;} 对 所 有 的 (2,3) 都 是 正 整 数 . 
图 4-15 描述 的 是 二 compacton 解 (4-26) 在 (4-259)~(4-260) 以 及 


N*- M es gas 1, ao — 20, Qj = 04 = 25, bi = —2, 

v1 = bo = —1, w= 2, d =h =k = 1, 

Z01 = 202 = yg) = 0, ai =@:=ß1=3 (4-261) 
选取 下 的 弹性 碰撞 过 程 . 从 图 4-15 上 可 以 看 出 两 个 compacton 之 间 的 碰撞 是 弹性 


的 . 同样 , 从 图 像 上 验证 了 表达 式 (4-252) ~(4-253) 和 (4-259)~(4-261) 在 上 = 一 1.5( 碰 
撞 前 ) 和 t= 1.5( 碰 撞 后 ) 的 正确 性 . 


A 


; UN 
e MÄ aen 
al | VK 


VW 


N 
My 

D D» z e 
Ga 


0.002 al 


图 4-15 — compacton ft£ (T] ?& fF qd jt fe 


4.4.9 39 (隐形 ) 孤子 


这 一 小 节 讨 论 一 类 神秘 的 孤子 现象 . 对 于 这 类 局 域 激发 模式 , 只 有 在 与 其 他 某 
种 局 域 激 发 模式 发 生 相互 碰撞 时 才能 被 观察 到 而 知道 它 存在 的 位 置 , 但 是 在 其 他 时 
候 不 易 被 看 到 且 很 难 确 知 它 的 位 置 , 所 以 我 们 称 之 为 鬼 孤 子 或 隐形 孤子 . 
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下 面 仍然 从 多 线性 分 离 变 量 解 出 发 来 研究 鬼 孤子 的 神秘 行为 . 前 面 提 到 , Ga 
子 只 有 在 与 其 他 激发 模式 相互 作用 时 才能 被 观察 到 ， 所 以 为 了 研究 鬼 孤 子 , 必须 使 
其 与 另外 一 类 孤子 相互 作用 , 这 里 选取 的 另外 一 种 激发 模式 是 dromion. 为 了 得 到 
鬼 孤 子 和 dromion 激发 模式 , 可 以 选取 


pz = Asech?(k1£ + vit), 
z —£-btanh(ki£ + vit) + bo tanh(ko£ + vot), (4-262) 
q = ks tanh(kay), 


其 中 的 参数 需要 满足 条 件 


ki ko 
h»-L en i42. (4-263) 
为 便于 讨论 , 设 定 v = 0, 即 dromion 静态 . 
首先 作 图 观察 碰撞 过 程 并 从 图 像 上 来 判断 碰撞 性 质 . 
图 4-16 对 应 的 参数 选 为 


Q9 = 5, a3 — 0, Ou = @ = Å = C = k = kz = 1, 
U? = —1.5, bi — 0.2, bo = ki -— (4-264) 


图 4-16(a) 和 图 4-16(b) 对 应 的 时 刻 分 别 是 上 = -6 A t = —3, 由 此 可 以 看 出 
dromion 是 静态 的 , 它 并 没有 随 着 时 间 而 运动 . 然而 , 注意 图 4-16(c) 中 的 dromion 
有 所 变化 , 它 所 处 的 位 置 有 了 变动 . 这 是 由 于 它 已 经 与 一 个 鬼 孤子 发 生 了 碰撞 , 因为 
在 碰撞 过 程 中 鬼 孤 子 对 dromion 产生 影响 变 成 图 4-16(c) 中 dromion 在 t= 一 1.5 时 
刻 所 示 的 状态 . 直到 上 = 1.5 时 刻 鬼 孤子 离开 了 dromion, 即 磁 撞 过 程 结 束 , dromion 
又 回复 到 了 原先 的 形状 并 移 到 了 另 一 个 位 置 上 . dromion 的 变化 说 明 它 在 碰撞 过 程 
中 仅 存 在 着 相 移 . 碰撞 之 后 的 dromion 在 新 的 位 置 上 继续 保持 静止 不 变 的 状态 . 

上 面 给 出 的 描述 都 仅仅 是 从 图 形 上 直接 观察 得 到 的 . 很 自然 地 , 有 人 会 问 一 些 
非常 具体 的 问题 , 如 鬼 孤 子 和 dromion 的 具体 位 置 在 哪里 ? 是 在 什么 时 刻 鬼 孤子 
和 dromion 开始 发 生 碰 撞 ( 即 鬼 孤子 出 现 )? 又 是 在 什么 时 刻 碰撞 结束 ( 即 鬼 孤子 消 
失 )? 

ARER (4-262) 出 发 可 以 得 到 所 有 这 些 问 题 的 答案 ， 鬼 孤子 位 于 (71260), 
是 随 着 时 间 而 变化 的 . 在 与 鬼 孤 子 发 生 碰撞 之 前 , dromion 位 于 (gt + 02,0); RE 
撞 之 后 它 移 到 了 {一 号 t 一 bz,0}( 反 之 亦 然 , 这 取决 于 参数 ki, kz, v, v2, b2). 因此 , 当 
-pt = Ett kat -pt = Et bel, dromion 和 鬼 孤 子 位 于 同一 位 置 , HRS 
子 与 dromion 开始 发 生 磁 撞 , 也 正 是 这 一 时 刻 开始 可 以 从 图 4-16 看 到 鬼 孤 子 的 出 
现 ; 当 -gt = 一 是 t 一 bo( 或 者 -总 上 = 一 总 t 十 加 ), 碰撞 结束 , 鬼 孤 子 离开 了 dromion， 
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从 这 一 时 刻 开 始 将 无 法 在 图 4-16 上 观察 到 鬼 孤 子 而 dromion 有 了 2b» 的 相 移 之 后 
又 恢复 了 原形 且 保 持原 来 速度 运动 (此 处 是 静止 不 动 ). 把 参数 (4-264) 代入 上 面 的 
表达 式 就 可 以 得 到 和 鬼 孤 子 的 运动 速度 为 1.5, 在 t= 一 4 时 刻 与 静止 的 dromion 碰撞 
然后 在 上 = $ TARF dromion 并 使 其 发 生 值 为 4 的 相 移 . 


(e) t 1.5 (1-3 
图 4-16 U(4-26) RI (4-262), (4-264) 的 演化 图 


这 种 新 的 非常 神秘 的 局 域 激发 模式 - AMF (隐形 孤子 ) - 是 从 最 初 的 假设 


(4-262) 和 任意 函数 p 得 到 的 . 图 4-17 是 关于 表达 式 (4-262) 在 条 件 (4-264) 下 的 图 
像 , 图 中 pz 三 pz. 从 此 图 上 也 可 以 非常 清晰 地 观察 到 上 面 描述 的 奇异 现象 . 


图 4-17 式 (4-262) 在 条 件 (4-264) 下 的 图 像 


.96 mme “多 线性 分 离 变量 法 


4.4.10 ”孤子 的 裂变 和 聚变 现象 


在 前 面 几 部 分 有 关 各 类 孤子 激发 模式 的 碰撞 特性 研究 中 , 主要 讨论 两 个 或 者 多 
个 局 域 激发 模式 之 间 碰 撞 弹 性 ， 比 如 是 完全 弹性 的 还 是 非 完全 弹性 的 . 但 是 , 孤子 
之 间 的 碰撞 行为 决 不 仅 限 于 这 些 , 有 着 非常 丰富 的 孤子 行为 . 这 一 小 节 将 探讨 孤子 
烈 恋 和 聚变 现象 , 主要 研究 对 象 是 1+1 HE Burgers 和 Sharma-Tasso-Olver(STO) 以 
及 2+1 AE Burgers 系统 . 对 这 三 个 系统 采用 的 研究 手段 有 所 不 同 , 前 两 者 使 用 的 是 
Hirota 双 线 性 方法 , 后 者 使 用 的 则 是 一 般 多 线性 分 离 变量 法 . 

1. 1+1 维 Burgers 系统 孤立 波 解 的 聚变 现象 

对 简单 的 1+1 维 Burgers 系统 


ut 十 Zuu, — Ass = 0, (4-265) 
VERIT Painlevé 展开 
Q 
u= Kä uje, (4-266) 
j=0 


其 中 ua 是 Burgers 系统 的 任意 种 子 解 , La-1, ua-2,"… ,uo 是 关于 9 RECS] ER 
数 . dE uuo b^ 代入 方程 (4-265) 然后 平衡 收敛 最 快 的 项 , 得 a = 1. 因此 , 截断 
Painlevé 展开 式 为 


u 一 3 +u. (4-267) 


把 上 式 代 入 (4-265) 得 


ult 一 ZuoP (02 十 utBz) 十 $^? (2uouo, 一 2uou1 Bz + uo, + 2PrU0r 
—uo9,) T $^! (up, — Ugzz 十 2(u1uo)4) — Wizz 十 2u1u1;z 一 0. (4-268) 


消去 项 8 的 系数 


2uoBz (uo + Pr) (4-269) 
得 
ug = —9,. (4-270) 
为 了 简化 计算 , 取 定 种 子 解 us 为 0. 再 把 (4-270) 和 (4-267) 代入 原 系统 得 
is -2e (4-271) 


显然 上 式 就 是 著名 的 Cole-Hopf 变换 , 此 变换 可 把 Burgers 系统 变换 到 经 典 热 
方程 . 把 (4-271) 代入 Burgers 系统 得 到 双 线 性 方程 


00... — 05, + 0,0, — 0,,5, = 0. (4-272) 
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用 Hirota 直接 法 可 以 得 到 方程 (4-265) 的 任意 多 孤立 波 解 . 以 二 孤立 波 解 和 三 
孤立 波 解 来 描述 孤立 波 的 裂变 聚变 现象 . 把 单 孤立 波 假设 


= 1 + etot (4-273) 
代入 (4-272) 得 到 色散 关系 
ES (4-274) 
把 (4-273)-- (4-274) 代入 (4-271), 计算 后 给 出 单行 波 孤立 波 解 
ker kt) 


图 4-18 描述 的 是 单行 波 孤 立波 解 (4-275) YE k = 1 时 势 场 v(v = —uz) 的 图 像 


(NN) NNIT 
^, KANN NNN 
NNN 

Mk VU KE WO 
uM MAMMA 
nh ANNA 

OV 


(NO () 
NND 
uh) Vu A KN KA 
QN WA kv 


图 4-18 ”Burgers 方 程 的 单行 波 孤 立波 解 
为 了 得 到 二 孤立 波 解 , 设 


5-14 ckiztwit A ek27 十 wa2t (4-276) 
由 单 孤 立波 解 的 色散 关系 (4-274) 导出 的 二 孤立 波 解 的 色散 关系 
Q1 = k?, wa = k3. (4-277) 


把 (4-276) 和 (4-277) 代入 方程 (4-271) 后 计算 得 到 二 孤立 波 解 
kie ith 十 Koekz(z 十 at) 


wem 1-4 ehi (z--kit) 十 ez(Z 十 Ka2t) i (4-278) 


相应 的 势 场 为 
k2Zeki(rtkit) 4 k2ek2 kat) (kyehi oi 0 4 ko ekz kat) 2 
图 4-19 描绘 的 是 二 孤立 波 解 的 聚变 现象 , 对 应 参数 选取 为 hi = 1, ko = —1. 可 
以 清晰 地 看 到 , 在 t= 0 时 刻 两 单 孤 立波 聚变 成 为 一 个 (共振 ) 孤立 波 解 . 


(4-279) 
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图 4-19 ”Burgers 方 程 二 孤立 波 解 的 聚变 过 程 图 


经 过 分 析 发 现 , 不 管 参数 ki 和 ko 如 何 取 值 , 一 孤立 波 解 (4-278) 或 者 (4-279) 
只 有 聚变 现象 不 会 出 现 弹性 碰撞 或 者 裂变 现象, 
如 果 kiko < 0, 方程 (4-279) 的 极限 表达 式 为 


TË | D'Frënn $0099, (4-280) 
83, t 一 +00, 
其 中 
MERE 
81 = 本 所 sech jh (x 十 kit) ` (4-281) 
E it 
$9— ,'asech gaz + kat) | , (4-282) 
1 « 1 
s3 = Ta 一 lo2)2sech? EI — k2)(x + (kı + ko (4-283) 


从 表达 式 (4-280) 可 以 看 出 , 聚变 之 前 (t < 0) 两 个 单 孤 立波 (振幅 分 别 为 ki 和 
k2) 分 别 位 于 z ~ 一 kit 和 zx ~ 一 kot. 每 一 个 单 孤 立波 解 分 别 由 (4-281) 和 (4-282) 
表示 , 是 Burgers 系统 的 势 场 v = 一 uz 的 严格 解 . 随 着 时 间 的 推移 , 这 两 个 孤立 波 分 
别 以 速度 —k 和 一 kz 互相 靠近 然后 发 生 碰 撞 . 碰撞 之 后 , 两 个 孤立 波 聚 变 成 一 个 由 
式 (4-283) 给 出 的 共振 孤立 波 (因为 (4-283) 不 是 Burgers 系统 的 严格 解 ). 聚变 的 共 
振 孤 立波 位 于 z = 一 (ki + ka)t, 振幅 是 ki. 速度 是 一 (ki + k2). 

如 果 kiko > 0, 不 失 一 般 性 , 假定 | 有 | > lkol, 二 孤立 波 解 (4-279) 具有 特性 


(4-284) 


| S2 + 83, t — —oo, 
v 
81, t 一 -Foo. 


这 时 , 单 孤 立波 (位 于 z = 一 kzt) 和 共振 孤立 波 (位 于 zx = 一 (ki + ko)t) 聚变 成 一 单 
孤立 波 解 (位 于 zx = 一 k1t). 
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为 了 证 实 前 面 的 分 析 , 对 量 


Aen, t <0, 
vzo-4 1*5 (4-285) 
és; E90, Esc L5, a= 
和 
> t<0, 
ei ze d 475 (4-286) 
81, £250, kı = 1.5, by x1 


VERS, 分 别 见 图 4-20 和 图 4-21. 从 图 4-20 和 图 4-21 上 可 以 看 出 , v1 和 v2 快速 趋向 
于 0, 这 说 明 二 孤立 波 解 (4-279) 当 |t| > oo 时 近似 于 式 (4-280) 或 者 (4-284). 


0 
* 1 


15 
) "s 0 5 10 
20 215-10 t 


图 4-20 量 v1(4-285) | 图 4-21 量 v2(4-286) 


上 面 的 讨论 中 设 定 1 为 0, 然而 还 可 以 由 方程 (4-268) 解 出 ui 的 值 . 把 式 
(4-270) 代入 方程 (4-268) 得 


一 Wizz + Zus + uit 十 GR Ae — 2u10,, — Prt 一 20,u1;) 


+P? (Dib, 十 2u9? 一 Brr By) = 0. (4-287) 
4 3j p- 的 系数 
PiP, 十 2u, 0? 一 $,,6, (4-288) 
AERE 1-0, db 
Mur o, 7 0. (4-289) 


把 (4-270) 和 (4-289) 代入 (4-267) 得 


29? + 0, — Pry 
再 把 上 式 代 入 方程 (4-265) 得 到 三 线性 方程 


—49,0,,0,, 十 20,0,,0, + 2(20,, — Br) Br Brzrz + 20? 6, ,, 
-$29,, = 397, T 49,972, 一 PP, SS P Brrrz = 0. (4-291) 
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类 似 地 求解 三 线性 方程 (4-291). 
若 


=1+ ekiztwit 十 ek2z 十 wa2t 十 ekaz 十 wat (4-292) 

其 中 ki 和 wi 无 关 而 ko 和 w, ka 和 ws 分 别 满足 
ko(kiko — k? + w1) TM ka(kika — k? + w1) 
2 kı ki | 
则 可 得 到 三 孤立 波 解 .由 于 wu 和 的 表达 式 非 常 复 杂 , 不 在 此 给 出 具体 表达 式 , 而 
是 直接 对 不 同 的 参数 取 值 进行 作 图 分 析 . 图 4-22 描绘 的 就 是 一 个 三 孤立 波 解 , 对 应 


参数 取 为 ki = —1, k2 = —2,ka = 1,wi = 35. 同样 地 , 不 论 Ki, Ko, ka, un 如 何 取 值 都 
只 能 得 到 孤立 波 的 聚变 现象 , 无 法 得 到 孤立 波 的 裂变 现象 . 


(4-293) 


Jl 


i s 
天 /, a dir 


di Mi e n 
Wy 


(a) 三 扭 结 型 孤立 波 (b) 二 铃 型 孤立 波 
图 4-22 ”Burgers 方 程 的 三 孤立 波 聚 变 过 程度 


Burgers 方程 (4-265) 的 一 个 一 般 的 聚变 型 N 孤立 波 解 为 


N 
B=1+) exp(knz + wrt), (4-294) 


nzi 


其 中 bau 是 任意 常数 , kn,wn 满足 色散 关系 


_ k2 
TE kn (ki ks ; ki +w) (4-295) 
1 


2. 1+1 维 STO 系统 孤子 解 的 裂变 和 聚变 现象 
1+1 4E STO 系统 


ut + 3au? + Zau Uzr 十 3Quuzrz 十 QUrrz = 0 (4-296) 


具有 Bäcklund 变换 
u= hu, (4-297) 
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其 中 wi 是 (4-296) 的 任意 种 子 解 . 类 似 地 , 选取 
u1 7 O. (4-298) 


把 式 (4-297) 和 (4-298) 代入 方程 (4-296) 然后 设 定 更 的 不 同 宪 次 的 系数 为 0， 
得 确定 uo 和 o 的 确定 方程 组 . 例如 , 项 更 “ 的 系数 


—2a$3ug--3o$2u2 — au | V 0.40 (4-299) 
为 0 得 
uo = 9, (4-300) 
或 
uo = 29,. (4-301) 


首先 讨论 uo = Bz 时 的 情形 . 
把 (4-297) 和 (4-298)~(4-300) 代入 (4-296) 得 到 三 线性 方程 


aoo... 十 中 四- — oO, Prrr 一 dh, 一 0. (4-302) 


简单 计算 就 能 证 明 当 且 仅 当 
| wn = -ak (4-303) 
时 , (4-294) 是 (4-302) 的 N 孤子 解 . 
不 同 的 色散 关系 (4-303) 导致 STO 系统 的 孤子 解 并 非 只 有 聚变 现象 . 例如 , 二 
孤子 解 


jeka(z 一 aklt) 十 koek2(2—ok2t) 


Wes SE CES EECH (4-304) 
和 相应 的 势 场 
w 三 一 Mr 
kie (z—oak?t) ab k2ekz(z—akat) 
(0 1+ ehi(z-akit) | ek2(z—ak2t) 
kiehi (27 okit) 十 koer2(T—ak2t))2 
e vL (4-305) 


| (1 + efi (2-oK10 + eka(z-ak30 2 
TE w > 0 时 具有 孤子 聚变 现象 , 否则 具有 和 孤子 裂变 现象 (已 经 不 失 一 般 性 地 设 定 
|ki| > [k2]). 


对 于 孤子 聚变 的 情形 , 当 kiko < 0 时 , 两 个 单 孤 子 聚 变 成 一 个 共振 孤子 . 解 
(4-305) 的 近似 表达 式 为 


11 十 W12, i — —oo 
w > w = | SE e i (4-306) 
W13, z — +00, 


: 102 . 


其 中 


1 
w11 = - x k?sech? E (r 一 C] ; 


2 


w12 = eecht E — ak?t) 


1 
w13 一 -10 — ka)? 


M4 kiko > 0 RF, 则 


12 十 W13, 
w 一 W = 
w11, 


对 于 孤子 裂变 现象 , 当 kiko < 0 时 有 


W13, 
w 一 wa = 


11 + W12, 


当 kiko > 0 时 , 则 


Wil, 
w — Wa = 
u12 + W13, 


| 


xsech? EZ — ka)(z — a(k? + ki ka + bo 


t — —oo, 


t 一 +00. 


t => —oo, 


t > +00. 


t 一 —oo, 


t —> +00. 
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(4-307) 


(4-308) 


(4-309) 


(4-310) 


(4-311) 


(4-312) 


图 4-23(a) 描绘 的 是 孤子 聚变 现象 , 对 应 参数 取 值 为 a = 1, kı = —1.8, k = 1. 
图 4-24(a) 描绘 的 是 孤子 裂变 现象 , 对 应 参数 取 为 a = 一 1, ki = 一 1.8, kz = —1. 类 
似 于 Burgers 系统 , 得 到 了 严格 解 和 近似 解 之 间 的 绝对 差 值 , 图 4-23(b) 对 应 于 


wil + W12, 
GET 11 12 


w13, 


图 4-23 STO 方程 的 二 孤立 子 聚 变 


c 


o o 


| BONS 
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而 图 4-24(b) 对 应 于 


w11 
W22w- i 
W12 + W13, 


其 中 的 参数 取 值 分 别 与 图 4-23(a) 和 图 4-24(a) 的 参数 取 值 一 致 . 


图 4-24 STO 方程 的 二 孤立 子 裂变 


对 于 uo = 2®z 的 情形 , 通过 类 似 的 分 析 发 现 不 存在 任何 有 意义 的 结论 . 

3. 2+1 维 Burgers 系统 Y 型 孤子 的 聚变 现象 

这 一 小 节 里 , 从 2+1 维 Burgers 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 出 发 讨论 Y 型 
孤子 的 聚变 现象 . 前 面 我 们 给 出 了 2+1 维 Burgers 系统 的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 . 
在 此 先 给 出 另 一 等 价 的 2--1 维 Burgers 系统 


Ut = uu, + avus 十 buy, + abuzz, (4-313a) 
Uz = Uy (4-313b) 


的 一 般 多 线性 分 离 变量 解 . 经 过 计算 得 2+1 维 Burgers 系统 (4-313) 的 势 场 wlw = 
uz /b — vy / b) 的 解 为 


N N 
8 y» (qiqjy digiy ) 


i=l j=1 


wa 5 — | (4-314) 
353/7277 
i=1 j=l 
其 中 
Pit = (ab02 + avoðs +g — oj)pi, i—1,2,---,N, (4-315) 
dit = bqiyy + aiqi, i— 1,2,...,N, (4-316) 


Qi (i = 1,2,--- ,N) x t 的 任意 函数 . 
显然 , 一 般 多 线性 分 离 变量 解 (4-314) 中 含有 任意 多 的 变量 分 离 函 数 . 但 是 在 
通常 情况 下 ， 这 些 变 其 分离 函数 不 全 是 任意 的 . N 个 函数 qi 是 1+1 维 热传导 方程 
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的 任意 解 , N 十 2 个 函数 vo,g,pi 中 仅 有 两 个 是 任意 的 而 其 余 的 需要 满足 (4-315). 对 
于 一 些 最 简单 的 特殊 情况 , 比如 9 = vo = 0, fi (4-314) 也 能 描述 一 些 非常 有 趣 的 现 
象 . 2+1 维 KP 方程 9 的 Y 型 孤子 解 和 耦合 KP-DS RAA 的 蜂 蛛 网 状 ("spider 
web"-like) 孤子 是 特殊 的 2 + 1 维 共振 线 孤 子 (多 solitoffs) 解 . 在 此 主要 讨论 系统 
(4-313) 的 共振 Y 型 孤子 激发 模式 . 

取 


Qi=0, 920, vo=0, pi-exp(kiz + abk?t + ci), 
qi = exp(liy + blt + Ci), Vi (4-317) 


就 可 以 得 到 2+1 4E Burgers 系统 的 共振 Y 型 孤子 . 研究 发 现 , 共振 Y AMTRAR 
变现 象 . 
图 4-25 描绘 了 YY 型 孤子 解 (4-314) 的 聚变 过 程 , 对 应 的 参数 为 (4-317) 和 


(4-318) 
(4-319) 
(4-320) 


图 4-25 Burgers Jj £f] Y 型 儿子 聚变 


图 4-26 描绘 了 2+1 ME Burgers 系统 的 Y 型 孤子 聚变 过 程 的 等 密度 图 . 
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从 图 4-25 或 图 4-26 上 可 以 看 到 : 碰撞 之 前 , 三 个 Y 型 孤子 构成 了 一 个 简单 的 
蜘蛛 网 状 孤 子 ; 碰撞 之 后 , 三 个 Y EX TXEWCAE-—A4NDUEÉBI Y 型 孤子 . 与 14-1 维 
Burgers 系统 一 样 , 没有 发 现 孤 子 的 裂变 现象 . 


-20 0 。20 40 20 0 , 20 40 


(b) t 7 —1 


—20 0 s 20 40 


(c)t=0 (d) 1 1 
图 4-26 Burgers FFERI Y 78 r 46 85 jr el 


4. AA 
比较 聚变 (裂变 ) 孤立 波 ( 子 ) 解 与 传统 的 Hirota 弹性 碰撞 孤子 解 , 例如 KdV 
型 方程 的 N 孤子 解 表达 式 ( ge T + wit) ) 为 


N 
DP=1 A 2. exp(1i ) + Kë Aij GD: + Nj ) 
de) 


十 » 4 ij Aiki Ajk exp(m; + m; + Nk) 
icjck 


N 

+L + | Au ex (> d | (4-321) 
i<j k=] 

唯一 的 不 同 之 处 在 于 前 者 表达 式 中 的 耦合 系数 Ai 对 dios i j 都 是 0， 如果 参 

数 (ki wi) 的 选取 不 能 使 得 这 些 耦 合 系数 为 0, 那么 所 研究 的 系统 就 不 存在 孤子 聚 

变 和 裂 恋 现象 例如 , Burgers 方程 、STO 方程 、 Boussinesq 在 和 Kupershmidt 77 
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程 235] 等 . 如 果 某 一 个 耦合 系数 A, 是 0 而 其 余 的 A, dE 0, 352.98 i 个 孤子 和 第 
hi 个 孤子 发 生 聚 变 或 裂变 现象 , 而 对 其 他 的 孤子 不 会 发 生 聚 变 或 裂变 现象 . 因此 


Aij 20 (4-322) 


可 能 是 确定 第 à 个 孤子 和 第 Ah 个 孤子 是 否 会 发 生 聚 变 或 裂变 现象 的 充分 必要 条 
件 . 

dromion, peakon, compacton 等 均 有 可 能 出 现 裂变 和 聚变 现象 (L331. 此 处 不 再 
一 一 列举 . 

虽然 已 经 得 到 了 多 聚变 (或 裂变 ) 孤子 解 , 但 是 还 有 许多 重要 的 问题 有 待 于 继 
续 研 究 . Un. 式 (4-322) 是 否 是 确定 孤子 聚变 或 裂变 的 充分 必要 条 件 ? 孤子 裂变 或 
聚变 过 程 中 能 量 和 动量 是 如 何 分 配 的 ? 是 否 可 以 用 可 积 系统 的 孤子 聚变 或 裂变 现象 
来 解释 实验 中 观察 到 的 聚变 或 裂变 现象 ? 等 等 . 
4.4.11 混沌 斑 图 模式 


除了 前 面 给 出 的 各 类 稳定 型 局 域 激 发 模式 外 , 任意 函数 p 和 9 的 特殊 选取 还 能 
给 出 一 些 混沌 孤子 激发 模式 . 

1. 混沌 - 混沌 型 斑 图 

如 果 p 和 9 是 某 些 1+1 维 或 者 0+1 维 的 不 可 积 模型 的 混沌 解 ， 那么 表达 式 
(4-26) 就 能 给 出 一 些 在 x RI y 方向 都 是 混沌 的 2+1 维 时 空 斑 图 . 

例如 , 选择 p 和 9 分别 为 (ri & zt unt, T2 = x wot) 


Prini Pr T (c 十 1)p?, 


Prin = HET RE — (p^ + bc + b)pz, — (b + c+ 1)pr. 
+pc(ba — b — p°), (4-323) 
drata dra 十 (y+ 1)92 
dr2T272 — LE E (g? + Bt 1) — (8 +Y + 1)arr 
+gc(B(a — 1) — q?) (4-324) 


的 解 , 其 中 w, wa, a, 5, c, o, 8 和 ?是 任意 常数 . 
容易 证 明 (4-323) 和 (4-324) 等 价 于 著名 的 Lorenz 系统 D45| 


pn = —c(p—g) gn =pla—h)-—g, hr, = pg — bh. (4-325) 


显然 , 消去 式 (4-325) 中 的 函数 g 和 hh 即 可 得 到 (4-323). 
图 4-27 给 出 的 是 一 类 特殊 的 混沌 - 混沌 型 斑 图 , 其 对 应 参数 为 


On = 200, ü3 — 0, Qj = Q2 = l, (4-326) 
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其 中 p a 分别 由 (4-323) 和 (4-324) 确定 , H 
a = o = 60, b= f = 8/3, c — "y — 10. (4-327) 


图 4-28 描绘 的 是 Lorenz 系统 (4-325) 和 (4-327) 的 一 个 特殊 混沌 解 . 


-2 
" p" 
(Ee gi 4020 
40 ep, -一 8050 
| 80.0077 100 (x 
} 100 20 120 
l -30 -20 -10 0 10 20 30 
) 
图 4-27 混沌 -混沌 型 再 图 (4-26) 图 4-28 Lorenz 系 统 (4-325) 
和 (4-326) 日 2 和 4 分 别 由 (4-323), 和 (4-327) 的 一 个 特殊 混沌 解 


(4-324) 和 (4-327) 确 定 


2. 混沌 周期 型 斑 图 

如 果 函 数 p 和 4 中 的 一 个 被 选 定 为 周期 函数 而 另外 一 个 被 取 为 混沌 解 , 那么 式 
(4-26) 给 出 的 是 在 一 个 方向 周期 而 在 另外 一 个 方向 混沌 的 混沌 - 周期 型 孤子 . 

图 4-29 即 为 混沌 - 周期 型 孤子 , 满足 条 件 (4-326), p 为 系统 (4-323) 在 条 件 
a = 60, b = 8/3, c — 10 下 的 混沌 解 , q 为 系统 (4-324) 在 条 件 


8 
a = 350, p 3; ?7 三 10 (4-328) 


下 的 周期 解 . 图 4-30 是 Lorenz 系统 (4-325) 和 (4-328) 的 一 个 二 周期 解 . 


440 
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图 4-20 "Rb Wl (4-26) 和 图 4-30 Lorenz 系统 (4-325) H 
(4-326), HS ql pp 分别 为 Lorenz Fi (4-328) 的 二 周期 解 
统 (4-323)( 其 中 a=60, b=8/3, c—10) 
和 (4-324)( 其 中 a=350, b—8/3, c—10) 
的 混沌 和 周期 解 
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3. ERIT 
WMR p 和 o 中 的 某 一 个 是 局 域 的 而 男 一 个 是 混沌 的 , 那么 (4-26) 就 可 以 成 为 一 
个 混沌 线 孤 子 . 
图 4-31 描绘 的 是 混沌 线 孤子 , 解 (4-26) 中 的 函数 p 由 (4-323) 和 a = 60, b = 8/3, 
c= 8 给 定 , q 为 
q = tanh y, (4-329) 


以 及 参数 满足 (4-326). 


0.01 
0.005 4 


Bd 4-31 ”混沌 线 孤 子 斑 图 (4-26) WI (4-326), (4-329) 以 及 p H (4-323) 和 
a—60, b—8/3, c=8 确 定 


4. 混沌 dromion 和 混沌 lump 解 


Dromion 是 最 重要 的 2+1 维 非 线性 局 域 激 发 之 一 , 它 在 所 有 方向 都 收敛 .很 
自然 地 , 我 们 想到 了 一 个 非常 重要 且 有 意思 的 问题 ， 是 否 能 找到 具有 混沌 行为 的 
dromion 激发 ? 函数 p HI q 的 任意 性 给 予 了 肯定 的 答案 . 

例如 , 选取 p 和 q 分 别 为 (f2(t) > 0, felt) > 0) 


Sim f1(t) 
falt) + exp(f2(t)(z + bi) 
q=1+ fs(t) (4-330) 


fa(t) + exp(fe(t)(y + FI) 


其 中 ft) (i —1,2,---,8) 是 混沌 函数 , 那么 通 式 (4-26) 就 可 以 描绘 混沌 dromion 
解 且 可 具有 多 种 混沌 方式 . 如 果 filt), falt), fs(t), felt) 是 混沌 的 , 那么 由 (4-26) 和 
(4-330) 给 出 的 dromion 的 振幅 是 混沌 的 ; 如 果 folt), felt) 是 混沌 的 , 那么 dromion 
的 形状 ( 即 宽度 ) 是 混沌 的 ; I falt), fz(t) 是 混沌 的 , 那么 dromion 的 位 置 是 混沌 
的 . 
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图 4-32 描绘 了 混沌 dromion 解 在 某 一 时 刻 (由 f(t) = 0 确定 ) 的 图 像 , 对 应 
参数 选择 为 (4-326) 和 


-s 100 + f (t) 


pe, d 一 e" 341 4 1, (4-331) 
其 中 f(t) 是 Lorenz 系统 0145] 
fi = —10(f — 9), g = f(60—h)—g, h = fg — ; (4-332) 


的 解 . 图 4-33 是 图 4-32 中 混沌 dromion 解 的 振幅 演化 图 . 


| rr T MI | 
Dn | a 


图 4-32 混沌 dromion 解 (4-26) 和 图 4-33 混沌 dromion 解 的 振幅 演 
(4-329), (4-331) 和 f(1)—0 化 图 fH (4-332) 确定 


0.420 

0.415 
0.6 0.410 
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4.4.12 分 形 斑 图 模式 
WA (4-26) FRX p A q 的 任意 性 不 仅 导 致 了 混沌 孤子 激发 模式 , 而 且 可 以 构 
造 各 类 分 形 激发 模式 . 下 面 仅 给 出 两 类 特殊 的 分 形 激发 模式 . 


1. 非 局 域 分 形 结 构 
如 果 选 择 (6 = EA 


p = 3éléllsin(ln(é?)) — cos(In(£?))] (4-333) 
q = 1 + xylylisinQn(y?)) — cos(In(y?)) (4-334) 


和 al = a2 = 1, ao = as = 0, 那么 可 以 得 到 一 个 在 z+t=0 和 Y=0 邻 域内 具有 分 
形 结构 的 非 局 域 严格 解 . 

图 4-34 是 上 = 0 时 刻 在 {x = [-0.185,0.185],y = [—0.185,0.185]) 范围 内 的 
等 密度 图 ， 如 果 缩 小 这 个 区 域 , 如 {x = [一 0.065, 0.065],y = [—0.065,0.065]), {z = 
[一 0.0078, 0.0078], y = [—0.0078, pei , {x = [7145 x 10710, 1.45 x 10-10], y = 


[71.45 x 10716, 1.45 x 10-10]), . .. 则 得 到 的 等 密度 图 像 与 图 4-34 完全 相同 . 对 x 
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和 y 采用 不 同 的 尺度 , 如 {x = [一 0.185, 0.185], y = [71.45 x 10-19, 1.45 x 10-10]}， 
也 可 以 得 到 与 图 4-34 一 样 的 等 密度 图 . 


-0.1 0 0.1 0.2 


图 4-34 £f U(4-26) WI (4-333)-(4-334) ft t = 0 时 刻 的 等 密度 图 
{x = [-0.185, 0.185], y=[-0.185, 0.185]) 
2. 分 形 dromion 和 分 形 lump 


如 果 dromion(lump) 解 在 大 尺度 上 是 指数 (代数 ) 收敛 而 在 其 中 心 位 置 附 近 具 
有 自 相 似 结构 , 那么 称 其 为 分 形 dromion(lump) f. 例如 , 选取 


p— exp( V (x — cit)? (5 十 Sin(ln((z 一 nt?) ; (4-335) 
q— exp( (y — cot)? Jc + sin(In((y 一 222 , (4-336) 


则 (4-26) 即 为 分 形 dromion 解 . 


图 4-35 描绘 的 是 上 = 0 时 刻 的 分 形 dromion 解 (4-26) 和 (4-335)~(4-336) 的 结 
构 , 其 对 应 参数 被 取 为 


ao = Ou = a9 = 20as = 1. (4-337) 


图 4-35(a) 描绘 了 分 形 dromion 解 的 局 域 性 质 . 图 4-35(b) 是 分 形 dromion 解 在 {7 = 
[-0.11,0.11],y = [-0.11,0.11]) 范围 内 的 等 密度 图 . 缩小 此 图 中 心 位 置 所 在 的 区 域 
之 后 可 以 得 到 完全 一 致 的 等 密度 图 像 , 如 {zx = [一 0.005, 0.005],y = [一 0.005, 0.005]}, 
{x = [—-0.0002, 0.0002], y = [二 0.0002, 0.0002]), ---, {x = [一 5.9 x 10-14,5.9 x 10-14], 
y = [75.9 x 10714, 5.9 x 10714]}, ---, {x = [—0.005,0.005], y = [—0.0002, 0.0002], - - - 
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-0.1 -0.05 0 005 oi 
(a) 局 域 结 构 (b) 等 常 度 图 
图 4-35 分形 dromion 解 (4-26) 和 (4-335)~(4-337) 


4.4.13 ” 折 堆 孤立 波 和 折 堆 子 


多 线性 分 离 变量 解 和 一 般 多 线性 分 离 变量 解 显示 出 了 丰富 的 局 域 激发 模式 , 但 
是 这 些 激 发 模式 都 是 单 值 的 . 事实 上 , 有 关 孤 立 子 理论 的 绝 大 多 数 研 究 , 特别 是 对 于 
高 维 模型 的 研究 , 主要 是 针对 单 值 情况 的 . 可 是 在 很 多 情况 下 , 真实 的 自然 现象 非 党 
复杂 以 至 于 无 法 用 单 值 解 来 描述 , 例如 对 于 大 自然 中 的 各 种 折 释 现象 , PA 
质 、 大 脑 和 皮肤 表层 等 . 目前 还 无 法 也 不 可 能 给 出 这 些 复杂 的 折 秋 现象 非常 满意 的 
解析 描述 . 但 对 于 一 些 相对 简单 的 折 和 全 现象 还 是 有 可 能 给 以 满意 的 解析 描述 的 , 如 
1+1 维 空间 的 圈 孤 子 (loop soliton) 解 . 最 简单 的 高 维 多 值 波 可 能 就 是 所 谓 的 流体 
表面 上 的 泡沫 、 流体 内 部 的 气泡 、 海 浪 等 等 . 虽然 在 现 阶 段 要 对 所 有 的 这 类 复杂 的 
日 然 现 象 给 出 完整 的 特别 是 解析 的 解答 是 不 可 能 的 , 但 是 从 一 些 简单 的 情况 开始 研 
究 它 们 还 是 非常 值得 的 . 幸运 地 是 , 从 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 出 发 , 可 以 构造 不 少 多 
值 激发 模式 , 把 这 种 多 值 局 域 激发 定义 为 折 夫 孤立 波 ， 如果 折 释 孤 立波 具有 弹性 碰 
撞 性 质 , 那么 就 称 之 为 折 堆 子 . 本 小 节 的 研究 重点 是 折 又 孤立 波 和 折 秋 子 . 

首先 给 出 1+1 维 局 域 函数 py 的 表达 式 ， 


M 

pf 三 》 fi(€ — ct), (4-338) 
j21 
M 

z —€- J gl£- ct), (4-339) 

j=1 P 
其 中 cl < cz «cy 是 任意 常数 ， {figh Vj 是 局 域 函 数 , 具有 如 下 特性 
fj( 土 00) = F*, ^ g;(too)- Gf = 常数 . (4-340) 


从 表达 式 (4-339) 可 以 看 出 : 通过 适当 选择 函数 g; 可 以 使 得 < 在 z 的 某 些 区 
域内 是 多 值 的 . 因此 , 虽然 py 是 E 的 单 值 函 数 , 但 是 z 的 多 值 函 数 . 此 外 由 于 


| 一 co — x — oo, (4-341) 
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所 以 py 是 描述 M 个 局 域 的 弹性 碰撞 的 行 波 解 . 事实 上 , 大 多 数 已 知 的 1+1 维 多 
图 孤子 解 是 (4-339) 的 特例 . 如 果 多 线性 分 离 变量 解 或 者 一 般 多 线性 分 离 变量 解 中 
的 某 些 任意 函数 具有 类 似 (4-338) (4-340) 的 性 质 , 那么 就 可 以 构造 出 各 种 各 样 的 
2+1 维 折合 孤立 波 和 折 和 侄子 . 

Fili, 首先 给 出 一 些 定 态 折 秋 孤立 波 ; 然后 讨论 几 种 (一 般 ) 多 线性 分 离 变 量 解 
的 渐 近 行为 ; 接着 有 针对 性 地 给 出 MNNV I 系统 和 2DsG 系统 的 折合 子 激发 , 主要 
讨论 二 折 释 子 激发 和 四 折合 子 激发 及 其 碰撞 特性 ; 最 后 探讨 所 有 多 线性 分 离 变量 可 
解 系统 的 折合 孤立 波 激 发 和 折合 子 激发 及 其 碰撞 特性 . 


1. HMLE 
对 于 普 适 量 U, 

IDE | (4-342) 

即 通 式 (4-26) 取 al = a2 = 1,a3 = 0 时 的 情况 , 当 任意 函数 p,q 被 取 为 
pz = —kisech?(ko£ — kat), (4-343) 
p= -x [3 + 2kok4 十 ko k4sech? (ko€ — kat)] 

x tanh(k2£ — kat), (4-344) 

z —£ + ka tanh(ko£ — kat), (4-345) 

qy = —lısech? (l5£), (4-346) 

q= E [3 + 21213 + lolssech? (127)] tanh(l2), (4-347) 

y =n + lz tanh(lən) (4-348) 


时 , TIHA L A LESER: 27 E. 

适当 选取 参数 ki ~ ka, h ~ ls 可 以 使 得 p XE kar — kat 的 小 区 域内 多 值 而 gq 在 
y 的 整个 取 值 范围 内 都 是 单 值 的 . 下 面 给 出 这 种 情形 下 的 四 类 折 铭 孤立 波 (在 t=0 
时 刻 ). 

图 4-36 中 “帐篷 式 ” 折 和 孤立 波 的 参数 被 取 为 


ki 一 ko = k3 = l = l5 一 L l3 = 0, k4 = —2.5, ao = 1.9. (4-349) 
图 4-37 H REAR” MEMLERNE RUA 
kı = ko = k3 = lı = lo 一 1, la 一 0, ka — —2.5, o = 8. (4-350) 


图 4-38 HF “REHAR” dromion Wi EML (A E ZR — I “h” JEZ dromion 
上 面 ) 对 应 的 参数 取 值 是 


ki 一 10， ko 一 大 3 一 l = lo 一 l3 = l, ka — —1.15, Oo = 10. (4-351) 
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图 4-39 描绘 了 “蠕虫 状 ”solitoff MHEMM CR ES “h” EE 


solitoff 头 上 ) 对 应 的 参数 值 为 


k =k zs ass bh ss ba se fa El, k4 — —1.15, ao — 1.9. 


eg? 


-ks 
SS sl 
0.507 


ER 


图 4-38 “KEAR” dromion 型 折 车 
ZC (4-351) 


(4-352) 
0.06 
d 
U 003 
0.02 J 
0.01 TN 
0 
图 4-37 “UAR” HEIL (4-350) 


图 4-39 "KIK" solitoff HTE 
孤立 波 (4-352) 


显然 , 适当 选择 参数 可 以 使 得 量 U (4-342) 中 的 函数 p 和 9 都 是 多 值 的 . 下 面 给 
出 此 情形 下 的 三 类 折 秋 孤立 波 (XE t = 0 时 刻 ). 


图 4-40 对 应 的 参数 为 


kı = ko 一 ka 一 l = l5 — 1, l3 = — 1.4, ka = —2.5, Oo = 1.9. 


图 4-41 的 参数 取 值 为 


kd = be ss bh ss fa a L, l3 = k4 = —1.6, agp 5. 


图 4-40 


参数 选取 为 (4-353) 


图 4-41 参数 选取 为 (4-354) 
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图 4-42 的 参数 被 取 为 
kı = k2 = k = by = l2 = 1, lg = k4 = —1.15, ao = 4. (4-355) 


当然 , 适当 选取 参数 可 以 使 得 函数 pz 和 9 都 是 单 值 的 , 从 而 使 得 其 UV(4-342) 是 
单 值 的 . 下 面 给 出 此 情形 下 的 单 值 局 域 激发 模式 . 
图 4-43 显示 了 单 dromion 结构 , 其 对 应 参数 为 


图 4-42 ”参数 选取 为 (4-355) ld 4-43 "f dromionff , 其 参数 选 
取 为 (4-356) 


由 于 p 和 9q 的 任意 性 , 可 以 利用 分 段 连续 函数 来 构造 2+1 维 peakon 解 和 
compacton 解 . 参数 的 选取 存在 着 三 种 特殊 的 临界 状态 , 即 


kaki = —1, bals —1, (4-357) 
kak # —1, lols= -I (4-358) 

和 
Kb se —1, — bis —1. (4-359) 


当 参 数 选 取 满 足 上 述 条 件 时 得 到 的 就 是 不 同类 型 的 peakon 解 . 
图 4-44 显示 了 t= 0 时 刻 的 第 一 类 peakon 结构 , 其 参数 取 值 为 


kı = ky = ky = h = l2 = lg = 1, k4 = —1, ao = 4. (4-360) 
图 4-45 给 出 了 第 二 类 peakon 解 在 t = 0 时 刻 的 结构 , 其 对 应 参数 取 值 为 


ki = Wm =k = bh sa ba ss l, l4 = —1, k4 = —1, 00 = 4. (4-361) 
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图 4-44 ”第 一 类 peakonff , 其 参数 选 图 4-45 第 一 类 peakon 解 HS 


取 为 (4-360) 数 选取 为 (4-361) 


更 加 复杂 一 点 的 折 释 孤立 波 可 以 通过 选择 复杂 一 点 的 多 值 函数 来 得 到 ， 例 如 


对 量 v(4-170), BI 
"T 2pz (q1qoy — (ao + go)giy) 
(ao + qo + pq1)? 


中 的 函数 作 如 下 选取 
pz = —kisech?(ko€ — kat), 
— E (15 + ko [10k4 + (5k4 + 3ke)sech? (ko£ — kat) 
2 


+6ke — 9kssech" (ko£ — kat)] tanh(ko£ — kat)? 
sf Ks (Sech'(kat — kat) — 1), 
T=E€+ k4 tanh(k2€ — kat) + ks tanh?(ko£ — kat) 
+ke tanh? (k2€ — kat), 
qoy = —lısech? (lən), 
qo = hls [sech* (157) sn Hl el + 6lols + 101214 


-Ha(5l4 T 3ls)sech? (12€) -— 9l2l6sech (12€)] tanh(lən), 


qıy 三 一 (3sech(127)， 
gi = 2 sech(lan) tanh(157) [6lgsech? (157) — 3le 一 414] 


- 2 + Alal4 十 3l2l6) arctan exp(lo1]) 
2 

2 

3 

y =n + l4tanh(lon) + l5 tanh? (127) + ls tanh? (lən), 


+ l3lssech? (155), 


(4-362) 


(4-363) 


(4-364) 
(4-365) 


(4-366) 
(4-367) 


(4-368) 
(4-369) 


适当 选取 参数 就 可 以 得 到 一 些 稍 显 复杂 的 折 释 孤立 波 . 下面 给 出 此 种 情形 下 的 四 


类 折合 孤 立波 (在 上 = 0 时刻). 
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图 4-46 所 取 的 参数 为 


kı = —1, ko = ka = k5 = lı = l2 = l3 = l5 = 1, 
k4 = 15 = 2, kg = lg = —4, ag — 50. 


图 4-47 所 取 的 参数 为 


kı = 72, ko = ka = k5 = lı = l2 = l3 = l5 = 1, 
Ku = la 242, kg = lg = —4, aa — 250. 


图 4-48 所 取 的 参数 为 
h--;, k2 = k3 ok = hı = l2 la = l5 = 1, 
k= l = 2, ke =l = 一 五 ， ao 一 50. 

图 4-49 所 取 的 参数 为 


kı = —3, ka = ks = kj =l =h =h =l =l, 
ka ss by 22, kg = lg = —10, ao — 250. 


(4-370) 


(4-371) 


(4-372) 


(4-373) 


图 4-46 ”参数 选取 为 (4-370) 图 4-47 ”参数 选取 为 (4-371) 


图 4-48 ”参数 选取 为 (4-372) 图 4-49 ”参数 选取 为 (4-373) 
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前 面 指出 过 , 3: MNNV I 系统 和 实 2DsG ZR Aid dit u ARE. 对 于 此 
场 量 u(4-145) 或 (4-158), 可 以 类 似 地 构造 出 各 种 单 值 局 域 激 发 模式 和 折合 孤立 波 . 
下 面 先 给 出 实 MNNV I 系统 和 实 2DsG 系统 的 场 量 u(4-158), 即 


u = 2arctan(pg) 
描绘 的 四 类 折合 孤立 波 , 其 中 任意 函数 p 和 4 分 别 取 为 


p = kisech?(ko€ — kat), (4-374) 
z—£-katanh(ko£ — kat) + ks tanh?(ka€ — kat) 
+ke tanh? (kat — kst), (4-375) 
q = lysech? (lon), (4-376) 
y =n + latanh(lag) + la tanh? (lo) + ls tanh? (127). (4-377) 
图 4-50 中 的 参数 选 为 
ky 212, ECHT GEHT EH SENAT 
ls = k4 = —2, l4 = l5 = kg = kg = 0. (4-378) 


图 4-51 中 的 参数 选 为 


kı = ko = ka = kp = lı = l2 = l3 = l5 = 1, 


ka=ls=2, ke=—4. (4-379) 
图 4-52 中 的 参数 选 为 
kı =120, k= k = ks = l2 = l3 = l5 = 1, 
=6, ka=l4=2, = 一 4. (4-380) 
图 4-53 中 的 参数 选 为 
bai, k=k;=ks=h =k — lg — 1, 
l —8, k=ls4=2, koo -12. (4-381) 


图 4-50 参数 选取 为 (4-378) 图 4-51 参数 选取 为 (4-379) 
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图 4-52 参数 选取 为 (4-380) 图 4-53 ”参数 选取 为 (4-381) 


2. 局 域 激发 模式 的 渐 近 行为 

为 了 便于 分 析 各 种 折 共 孤立 波 和 折 和 屋子 的 碰撞 行为 , 更 为 了 严格 给 出 具有 弹性 
碰撞 的 折 腹 子 , 首先 详细 分 析 由 多 线性 分 离 变量 解 和 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 描述 的 
局 域 激 发 模式 的 渐 近 行为 . 

L 多 线性 分 离 变量 解 描述 的 局 域 激发 模式 的 渐 近 行为 . 

一 般 地 , 如 果 多 线性 分 离 变量 解 (4-26) 中 的 函数 p 和 4 都 是 多 值 函数 , 旦 满足 


M 
pl 一 Foo = f$. SF = filz- cit + ôF), (4-382) 
i=l 
N 
dlt= = A hj, hj = h;(y— Cjt- AF), (4-383) 
j=1 


其 中 {fi h; WV i j) 是 局 域 函 数 , 那么 普 适 量 U (4-26) 包含 M x N 个 2 + !1 维 局 域 
激发 模式 , 具有 如 下 渐 近 行为 


M N 
Ule > $). 
i=l j=1 
2(a1a9 一 azao) fh}, 
(ao Hai(f + FF) +a(hf + HP) +as( fF + FF)(hF + HF))? 
M N 
三 》 Už, (4-384) 
i=l j=1 
其 中 
FF = 》 fi(F00) + V fj(+00), (4-385) 
j«i j»i 
HF = 》 hj(F00) + 》 hj(+00). (4-386) 
j«i j»i 


不 失 一 般 性 地 设 定 了 当 i > j 时 , C; > Cj, Ci > Cj. 
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从 表达 式 (4-384) 可 以 推断 出 : 第 ij 个 局 域 激 发 模式 Uij 在 碰撞 过 程 中 保持 形 
状 不 变 当 且 仅 当 


FF, (4-387) 
Hj = H}. (4-388) 
Fij 在 z 方 向 的 相 移 为 
Seg. (4-389) 
在 yy 方向 的 相 移 为 
Aj - 47. (4-390) 


可 见 , ZER ih WE E AR UP. (4-382)~(4-383), (4-387)~(4-388) 的 1+1 维 多 局 域 激 
发 模式 , 那么 普 适 量 U 就 可 描述 多 局 域 孤立 子 激 发 模式 . 事实 上 , 任何 具有 弹性 磁 
撞 性 质 的 任意 1+1 维 多 局 域 激发 解 (或 者 是 导数 形式 ) 都 可 以 用 来 构造 具有 弹性 碰 
撞 性 质 的 2+1 维 多 局 域 孤 立 子 解 . 文献 [168] 中 利用 1+1 维 sine-Gordon 方程 和 
KdV 方程 的 解构 造 得 到 了 2+1 HE sine-Gordon 系统 的 多 局 域 激发 模式 . 

如 果 式 (4-382) 和 (4-383) 中 的 fi 和 hj; 都 被 取 成 1+1 维 多 值 局 域 解 (如 图 孤子 
解 ), 那么 通 解 (4-26) REL WEM (ij 中 至 少 有 一 个 满足 FS +F, H} # 
H) 或 多 折合 子 (对 所 有 的 ij 都 满足 F^ =F, HI = H7). 

I. —fRt2xTE^] RUE BERE (4-170) 描述 的 局 域 激 发 模式 的 渐 近 行为 

如 果 一 般 多 线性 分 离 变量 解 (4-170) 中 的 p 取 为 (4-382) 而 qo 和 po 为 任意 静 
SKR, 那么 场 v(4-170) 具有 如 下 形式 的 渐 近 行为 


^ yo Aeren — (aot q)ny) Ns 
vl xoo » (ao 十 go 十 (ff 4 FT)gt)2 ` Y. (4 391) 


i 二 1] 


如 果 条 件 (4-387) 满足 , 上 述 渐 近 行为 特性 (4-391) 说 明 场 v 具有 孤立 子 的 特性 , B 
其 描述 的 局 域 激 发 模式 具有 弹性 碰撞 的 特性 . 

要 想 使 一 般 多 线性 分 离 变量 解 v(4-170) 描述 的 是 折合 孤 立波 或 折合 子 , 可 以 通 
过 选择 函数 p 使 其 满足 (4-382) 从 而 使 得 f; 为 多 值 局 域 函 数 来 实现 . 具体 地 说 , ZS 
(4-170) 中 p 为 多 值 函 数 (4-338)~(4-340), 则 (4-391) 中 的 vf 变 为 (2; 三 一 cjt) 


df Mss Joy gn 一 (ao 十 qo )qiyl 


^. (Lg lao + qo + (7 (5) + F7). di 


z = € + ôF + gF (zj), (4-393) 
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其 中 相 因子 ôF 35 


=Y GP. C7. (4-394) 
i<j i>j 
从 渐 近 结果 (4-392)~(4-394) 可 以 得 到 四 个 重要 结论 : 
(i) 由 (4-170) 和 (4-338)~(4-340) 给 出 的 第 j 个 局 域 激发 解 是 行 波 . 若 此 行 波 
的 速度 cj < 0, 则 其 沿 着 zc 轴 的 负 方 向 行进 ; 反之 若 cj > 0 则 沿 着 z 轴 正 向 行进 . 
(ii) 第 j 个 局 域 激发 的 多 值 特性 仅仅 由 (4-339) 中 的 o 确定 . 
(ii) 如 果 
yt Nu (4-395) 
那么 第 7 个 局 域 激发 模式 的 形状 将 会 发 生变 化 . 反之 , 如 果 
F} cs E, (4-396) 
那么 它 将 保持 形状 不 变 . 
(iv) 第 7 个 局 域 激发 模式 的 总 相 移 为 
ôt —67. (4-397) 


II， 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 (4-158) 描述 的 局 域 激发 模式 的 渐 近 行为 

前 面 已 指出 , 对 于 实 MNNV I 系统 和 实 2DsG 系统 , 最 重要 的 量 为 场 u(4-158). 
因此 研究 式 (4-158) 所 能 描述 的 局 域 激发 模式 的 渐 近 行为 是 非常 有 意义 的 . 选取 该 
式 中 的 任意 函数 p 和 q 分 别 为 (4-382) 和 (4-383), 由 此 可 得 


M N 


ulto > 2arctan X > Uf + FS) + HÑ). (4-398) 
i=1 j=1 


对 任意 函数 p 和 9 存在 着 一 个 非常 重要 选择 , 即使 得 
fíXoo)-0, hj(+00) 2-0, vii (4-399) 
从 而 有 
ff AT asa oo 一 0. (4-400) 


因此 式 (4-398) 可 以 简化 为 


M N M N 
ult xoo 一 Kä Kä 2 arctan( fF hF) = 3 KWR (4-401) 


i=1 j-1 i-1 j=1 
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由 渐 近 特性 (4-401) 可 以 得 到 以 下 结论 : 只 要 任意 函数 p 和 4 的 选取 满足 性 质 
(4-382)~(4-383) 和 (4-399), 那么 不 论 p 和 4 是 单 值 的 还 是 多 值 的 , MNNV I 系统 和 
2DsG 系统 的 场 u 描述 的 局 域 激发 模式 具有 弹性 碰撞 的 性 质 . 文献 [168] 中 已 经 给 
出 了 一 些 具 有 弹性 碰撞 的 高 地 型 和 盆地 型 环 孤子 激发 (为 方便 起 见 , 以 后 合 称 高 盆 
型 环 孤 子 ). 下 面 , 首先 类 似 地 给 出 MNNV I 系统 和 2DsG 系统 的 场 u 描述 的 具有 
弹性 碰撞 行为 的 高 盆 型 环 孤 子 , 然后 给 出 两 个 系统 的 折合 子 激发 及 其 相应 的 碰撞 图 
像 . 

3. MNNV I 系统 和 2DsG 系统 的 局 域 激发 

L 高 盆 型 环 扳 子 激发 . 

为 了 得 到 具有 弹性 碰撞 行为 的 高 盆 型 (或 碗 型 ) 环 孤 子 解 , 作 如 下 选取 


M 
p= Kä ai exp[ri; — (kiz 一 cit)?], 


i1 


N 
q = Kë Bj exp[ro; — (liy wem C;t)?], (4-402) 
7 三 1 
其 中 Qi, Bj, ki, lj, Ci, Cj, Tii,T2j 是 任意 实数 . 
图 4-54 描绘 的 是 二 高 盆 型 孤立 子 的 完全 弹性 碰撞 过 程 , 对 应 的 参数 是 


1 1 
M =2, N =1, œ = zx @ = ĥı =1, kı = k = l = —— 


n s 10 (4-403) 
C2 = 一 Cl 一 Rer Cı = 711 = 10, r12 = 2, 031 — 5. 
IL 二 折合 子 及 其 磁 撞 图 像 . 
选取 
N 
p= A si sech™ (ki(é — cit)), (4-404) 
l 
N 
Z 一 上 十 y tanh (k;(£ — cit)), (4-405) 
i=1 
M 
q = 5 S: sech™" (Ki(n — Cit), (4-406) 
Ze) 
M 
y — n Yi tanh™(K;(n — Cit)), (4-407) 


i=1 


其 中 Si, Vi: Si, Yi, Ci, Ci, ki, Ki 是 实 任意 常数 ， M, N, mi,ni, Mi, Ni 是 实 正 整数 ， 那么 
3j u(4-158) 描述 的 是 特殊 类 型 的 多 折合 子 解 . 
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(c) t— (d) 1=0.3 


(e) t ^ 0.6 
图 4-54 ARRIOLA u(4-158), (4-402) - (4-403) f] TE A E mE dE EN 


图 4-55 描绘 了 二 折合 子 碰撞 , 其 对 应 的 参数 具体 取 值 为 


p = 2 sech?£ + sech? (s - a ; (4-408) 
x = — 1.8 tanh£& — 1.7 tanh (s 一 al , (4-409) 
q = sech27)， (4-410) 
y =n — 2 tanh”n. (4-411) 


从 图 4-55 可 以 看 到 MNNV I 系统 和 2DsG 系统 的 场 u(4-158) HRH PUTET 
之 间 的 碰撞 是 完全 弹性 的 . 为 了 便于 从 图 上 观察 确定 折合 子 的 相 移 , 设 定 了 其 中 一 


一 .7 


“123 . 
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个 折合 子 的 速度 为 0. 显然 , 在 碰撞 之 前 , 静态 的 折 释 子 (大 的 那个 ) 位 于 x 


而 碰撞 之 


旦 满足 条 件 (4-399), 那么 MNNV 


它 移 到 了 z = 1.7 的 位 置 上 . 事实 上 ， 


口 


I 系统 和 2DsG 系统 的 场 u(4-158) 的 多 局 域 激发 的 完全 弹性 碰撞 性 质 完全 由 1+1 


维 场 p 和 9g 的 弹性 碰撞 性 质 所 决定 . 例如 , 由 (4-408) 和 (4-409) 


的 函数 p 所 给 


定 


=R 


56 是 函数 


Si 
E 
i 
ZS 
ri 
$ 
N 中 
a 
o E 
3: 
ke 
S 
i 


出 的 两 图 孤子 保 


p(4-408) 


(a) t= -24 


--8 


(d) Li 


=-16 


(c) t 


A 


// 


än, 


(h) t=24 


16 
图 4-55 MNNV I 系统 和 2DsG 系统 的 场 zx 
(4-408)~(4-411) 时 的 


(g)t 


(4-158) 在 


折 有 合子 演化 图 


— 
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图 4-56 mër p(4-408)~(4-409) 所 描述 的 两 个 1+1 维 圈 孤 子 的 演化 图 
HI. 四 折 和 麦子 及 其 碰撞 图 像 . 


图 4-57 是 MNNV I 系统 和 2DsG 系统 的 u(4-158) 给 出 的 四 折 和 合子 之 间 的 碰 
Tit, 其 函数 p 和 4 被 取 为 


p = 0.6 sech?£ + sech? (£ — t), (4-412) 
z —£-—1.15 tanh£ — 1.15 tanh (£ — t), (4-413) 
q = sech?y + 2 sech? (n — t), (4-414) 
y —17 — 1.15 tanh 7 — 1.15 tanh (ņ — t). (4-415) 


图 4-57 给 出 了 四 折 和 麦子 的 弹性 碰撞 过 程 . 类 似 地 , 为 便于 从 图 4-57 上 直接 观察 
折合 子 的 总 相 移 变化 , 设 定 其 中 一 个 折合 子 (p sk q) 的 速度 为 0. 可 见 , 碰撞 之 前 , 最 
小 的 静态 折合 子 的 中 心 位 于 {x = 一 1.15, y = 一 1.15}, 最 大 的 运动 折 倒 子 的 中 心 位 

F {x =t + 1.15, y =t + 1.15], 另外 两 个 折 和 麦子 在 一 个 方向 上 静止 在 另 一 个 方向 上 
运动 上 且 其 中 心 分 别 位 于 {x= —1.15,9 = t+ 1.15} 和 {x= t+ 1.5,y = —1.15); 碰撞 
之 后 , 静止 折合 子 保持 形状 不 变 而 其 中 心 移 至 {z = 1.15,y = 1.15}, 最 大 的 折 符 子 
保持 形状 不 变 而 其 中 心 移 至 { = t 一 1.15,y = t — 1.15}, 其 余 两 个 折 又 子 保持 形状 
和 速度 不 变 而 其 中 心 分 别 移 至 {x= 1.15, y =t 一 1.15} 和 {x = t- L15,y = 1.15]. 


(a)t = -6 (b): =-4 


图 4-57. MNNV I 系统 和 2DsG 系统 的 场 u(4-158) 在 参数 取 值 为 
(4-412)~(4-415) 时 的 四 折 营 子 演化 图 
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(e) t» 1.5 (f )1= 2.5 


图 4-57 ( 续 ) 


4. 多 线性 分 离 变 量 可 解 系统 的 折 埠 孤立 波 激 发 

对 其 他 多 线性 分 离 变量 可 解 系统 , 通 式 (4-26)( 或 是 其 推广 形式 (4-168)) 也 可 以 描 
述 多 折合 孤立 波 和 折 和 合子 . 这 里 再 给 出 两 种 不 同 结构 的 二 折 愉 孤立 波 和 四 折合 子 激发 . 

图 4-58 是 多 线性 分 离 变量 解 U (4-342) 描述 的 二 折合 孤立 波 碰撞 前 后 的 图 像 ， 
对 应 的 参数 选择 为 


(a)1 =-4.5 (b)t =4.5 
图 4-58 二 折 爱 孤立 波 U(4-342), (4-416)- (4-423) 碰撞 前 后 图 像 
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pz = —12sech?£ — 10sech? (E — t), (4-416) 
| 253 TS 2 
pog tomt mn 78 t ri to — 1)! 


x (1500? + 13980? + 1308o + 180)5? + (41160? + 41340 

一 45a4 + 70290? — 54)64 十 (35a5 + 1853a4 + 131750? 
+13533a? + 1722a 十 42)? + 3a(1735a3 + 92 十 95a4 + 64570? 
+174la)62 + 3a2(27 十 2493a 十 2523a2 + 170?)8 


+11a?(262a + 7 + 70?)), (4-417) 
o z exp(2£), B = exp(2t), (4-418) 
z-—£-—1.5tanhé£ — 1.15 tanh (£ — t), (4-419) 
qy = —sech?n, (4-420) 
EE PA N rud? (4-421) 

q m 30 n 2 7 7] 1 
y =n — 1.15 tanhn, (4-422) 
ao = 30. (4-423) 


从 图 4-58 可 以 直接 观察 到 量 U (4-342) 和 (4-416)~(4-423) REH HAIMA 
波 之 间 的 碰撞 是 非 弹性 的 . 对 此 二 折 秋 孤立 波 做 渐 近 行为 分 析 可 知 : UT BOSE 
孤立 波 
14 


ee (4-424) 


Tam 188 9I LUE l 


2 
Fý — F; = -5 #0. (4-425) 


可 见 , 完全 弹性 碰撞 条 件 (4-387) 并 不 满足 ， 由 此 证 明 二 折 释 孤立 波 之 间 的 碰撞 是 
非 弹性 的 . 二 折 秋 孤立 波 在 碰撞 过 程 中 并 不 会 出 现 奇 性 , 这 是 因为 虽然 奇 性 因子 (出 
现在 上 = 0 时 )cotht,csch t,1/(a — 1) 出 现在 p 的 表达 式 (4-417) 中 , 但 是 


44(15a2 — 39a — 8) 
15(a + 1)’ i 
max |p + q| < max |p| + max |q| 
_ 359 


286 
zi 345 V 299 ~ 26.3 < ao = 30. (4-427) 


ET d i3 UEILT CODE EA V 
要 使 普 适 量 U (4-342) RRM TH CR, 那么 (4-342) 中 函数 p 和 4 的 选取 必须 
满足 条 件 (4-387)~(4-388) 或 者 (4-396). 


Ple=0 = lim p = (4-426) 


44 非 线 性 局 域 激发 模式 “127: 


下 面 给 出 一 组 参数 的 选取 (a = exp(2£), 8 = exp(2t)) 


pu 一 eecht? -— sech? (€ — t), (4-428) 
39 zc mdi 1 
= T cotht csch?t n S — + — ~- 
P= got sat ao+5 SB 19(8- aja — 1? 


{(67a + 760? + 5o? 十 8)65 — (8 — 211a 
—205o? — 377a? + 50*)8* + 3a(23 + 243a + 22507 
4-290?)8? + aß? (Ba* + 2570? + 10270? + 263a + 5) 


—o?(5 — 4010? — 392a + 80?)8 + 156o*), (4-429) 
T=€—1.5tanhé — 1.5tanh(£ — t), (4-430) 
dy = 一 sech27)， (4-431) 
g= 5 tanh y (1 十 2sech?7) (4-432) 
y —1 — 2tanh r, (4-433) 
ao — 20. (4-434) 


通过 分 析 可 以 证 明 静 止 的 和 运动 的 局 域 激发 模式 都 满足 完全 弹性 碰撞 条 件 (4-387), 
因此 这 组 参数 给 出 的 是 二 折 和 合子 激发 . 

图 4-59 是 此 二 折 和 又 子 碰撞 前 后 的 图 像 . 同样 地 , 在 碰撞 过 程 中 不 会 出 现 奇 性 ， 
这 是 因为 


A 13(o? — 4a — 1) 
和 
13 26 2 
max |p + q| € max |p| + max |a| = — + — v6 + v2 e 3.12 < ao = 20. (4-436) 


10 45 3 


(a)t =-5.5 (ir =5.5 
图 4-59 rr U(4-342), (4-428)~(4-434) 盔 撞 前 后 图 像 


4.4.14 34-1 维 局 域 激发 
在 2+1 维 中 存在 着 曲线 孤子 或 者 曲线 孤立 波 , 相应 地 , 在 3+1 维 情况 下 可 以 得 
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到 各 类 曲面 孤子 或 曲面 孤立 波 , 即 在 曲面 上 具有 非 零 值 而 远离 曲面 时 迅速 衰减 . 例 
如 , 选取 


ao 7037 1, a = a2 = C1 = C2 = 0, 
p= emt. q= 25 一 (z 一 tt 一 (z 一 vat) (4-437) 
那么 (4-124) 给 出 的 是 抛物 型 孤立 子 解 
P P 


1 
一 一 (Z — vot) x sech 7 [5 +y -— ut— (z — vt)? — (z — vst)?), (4-438) 


其 中 Ul, U2, U3 是 任意 常数 . 
图 4-60(a) 是 抛物 型 孤立 子 解 (4-438) TE t = 0 时 P? = P? = 0.005 的 等 势 图 ， 
图 4-60(b) 是 与 图 4-60(a) 同 参数 条 件 下 u = 0.00001 的 等 值 图 . 


(a) 抛物 型 孤立 解 (4-438) 在 1 =0 时 刻 (b) 同 参数 情况 下 场 量 wu=0.00001 的 
的 等 势 图 ， P=P=0.005 等 值 图 


图 4-60 ”抛物 型 孤立 子 解 


在 3+1 维 情形 中 , 一 个 非常 重要 的 问题 就 是 是 否 可 以 找到 各 个 方向 都 衰减 的 
局 域 激 发 模式 ? 事实 上 , 可 以 非常 容易 构造 出 这 类 相干 结构 . 在 此 给 出 一 个 简单 例 
子 , 选取 


on zs LL c=c=a3=0, al=a2=1, 


—(z—vat)? —(z—vat)? 


ET d = eyo vit (4-439) 


时 , 解 (4-124) 描述 3+1 维 偶 极 子 型 dromion fif 


A(T — vət ;—(z—vat)? - (z—vat)* -y-vit 
Pz- P = cde... Ee HDi AR (4-440) 


(1 4 emt + e—(2—v2t)?—(z—vst)? ) 


其 中 vi, vo 和 vs 是 任意 行 波 常 速度 . 
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图 4-61(a) 是 单 偶 极 子 型 dromion 解 的 势 量 P(4-440) YE t = 0 时 的 等 值 图 , 内 
圈 对 应 P? = 0.001, 外 圈 对 应 P? = 0.000001. 图 4-61(b) 是 势 量 己 在 y= 0 平面 上 
的 投影 图 , 灰色 背景 对 应 着 P ~ 0, 深 色 对 应 了 已 的 负 值 区 域 而 亮色 对 应 正 值 区 域 . 


X 
(a) 拓 0 时 刻 势 量 P(4-440) 等 势 图 ， 内 图 (b) 势 量 P 在 y=0 平 面 上 的 投影 等 
对 应 P^—0.001, ， 外 圈 对 应 P=0.000001 势 图 ， 灰 色 背 影 对 应 着 P~0, 深 色 
对 应 了 PP 的 负 值 区 域 而 亮色 对 应 
下 值 区 域 


图 4-61 3+1 维 偶 极 子 型 dromion 解 


从 图 4-61 中 可 以 看 到 , 当 Vz2 +y? +z 从 和 ~ 4 增加 到 ~ 8 时, 热量 P 的 平方 
从 0.1 迅速 衰减 到 了 0.00001. 


4.5 讨论 与 小 结 
可 积 系统 的 多 线性 分 离 变量 解 可 以 用 通 式 


_ 2(a1a2 一 aoas)pzgy 
(ao + aip + a2q + a3pq)? 


来 表示 , 其 中 p 是 任意 函数 而 q 或 是 任意 函数 或 是 变量 分 离 方 程 的 解 , a0, a1, a2, a3 
是 任意 常数 ( 亦 可 以 是 t 的 任意 函数 ). 对 于 不 同 的 具体 物理 问题 , 普 适 量 UV 具体 对 
应 不 同 的 物理 量 , 在 某 些 情况 下 是 场 量 U = u, 如 NNV; 对 于 另 一 些 问题 ,UV 对 应 于 
某 些 势 场 如 U = us, U = uy, 如 BLMP; 还 有 可 能 对 应 于 振幅 的 模 平 方 , 如 DS、ADS 
等 等 . 对 于 可 积 模型 通 式 中 至 少 有 一 个 任意 函数 存在 , 然而 对 于 不 可 积 模型 这 些 任 
意 函 数 必须 满足 附加 条 件 . 由 此 我 们 可 以 定义 多 线性 分 离 变量 可 解 模型 : 多 线性 分 
离 变量 可 解 模 型 中 的 两 个 变量 分 离 函数 中 至 少 应 有 一 个 是 任意 的 . 不 可 积 模型 也 不 
是 多 线性 分 离 变量 可 解 模 型 . 

在 线性 物理 问题 中 , 线性 迭 加 原理 是 一 个 非常 重要 的 原理 , 使 得 线性 方程 的 任 
意 数 目的 变量 分 离 解 可 以 自然 地 进入 . 然而 在 非 线 性 物理 问题 中 , 线性 迭 加 原理 不 


(4-441) 
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再 成 立 . 因此 如 何 使 得 更 多 的 变量 分 离 函 数 进 入 变量 分 离 解 成 为 一 个 重要 而 困难 
的 问题 . 本 章 讨 论 了 多 线性 分 离 变量 法 的 两 种 推广 , 以 得 到 一 般 多 线性 分 离 变 量 解 ， 
即使 得 解 中 包含 有 更 多 的 变量 分 离 函数 第 一 种 推广 适用 于 2+1 维 SG 方程 和 修 
IE NNV 方程 . 第 二 种 推广 适用 于 2+1 维 色散 长 波 方程 、BK 方程 、 高 阶 BK 方程 
和 Burgers 方程 . 在 第 一 类 推广 中 两 个 通 式 可 以 有 条 件 地 线性 相 加 ; 在 第 二 类 推广 
中 引入 了 任意 多 个 变量 分 离 函 数 . 本 章 所 讨论 的 一 般 多 线性 分 离 变 量 法 只 是 从 两 
个 方面 对 多 线性 分 离 变量 法 进行 了 推广 , 相信 还 有 很 多 途径 可 以 使 得 解 中 含有 更 多 
的 变量 分 离 函 数 . 此 外 , 要 得 到 这 类 解 , 也 存在 着 其 他 方法 . 例如 可 以 从 达 布 变换 的 
角度 来 得 到 含有 任意 数目 的 变量 分 离 函数 的 变量 分 离 解 . 这 部 分 内 容 将 在 第 八 章 
中 给 以 详细 讨论 . 同样 的 思考 方法 , 我 们 可 以 用 Bácklund 变换 非 线性 迭 加 原理 等 
方法 来 得 到 更 一 般 的 变量 分 离 解 . 

由 于 多 线性 分 离 变 量 解 中 包含 了 任意 函数 使 得 高 维 非 线性 系统 可 以 具有 非常 
丰富 的 激发 模式 .从 多 线性 分 离 变 量 解 和 一 般 多 线性 分 离 变量 解 出 发 构造 得 到 了 
丰富 的 局 域 激 发 模式 , 如 多 solitof 解 、 多 dromion 解 、dromion 格 点 解 、 多 呼吸 子 
ft. X lump 解 、 多 瞬 子 解 、 多 环 孤 子 解 和 鬼 (隐形 ) 孤子 解 等 等 并 得 到 了 丰富 的 
孤子 碰撞 行为 . 其 中 重要 现象 之 一 是 发 现 并 定义 了 混沌 孤子 和 分 形 孤 子 . 那么 为 什 
A 24-1 维 可 积 系统 具有 如 此 多 的 局 域 激发 模式 呢 ? 为 什么 低 维 混沌 和 分 形 解 进入 
了 高 维 可 积 系统 中 呢 ? 这 都 是 由 于 多 线性 分 离 变 量 解 和 一 般 多 线性 分 离 变量 解 中 存 
在 着 特征 函数 . 事实 上 , 类 似 的 现象 也 会 出 现在 线性 系统 中 , 如 波动 方程 


ut — C uz; 20. (4-442) 


众所周知 , 波动 方程 (4-442) 的 一 般 解 中 有 两 个 特征 函数 f(z — ct) 和 g(z + ct). 如 
果 一 个 n 阶 m 十 1 维 非 线性 可 积 系 统 有 一 般 解 , 那么 这 个 解 中 一 定 有 1 个 m 维特 
AE PR AC. 当然 非 线 性 系统 中 的 这 些 特征 函数 是 高 度 非 线 性 耦合 的 . 多 线性 分 离 变 量 
解 仅 存在 着 两 个 特征 函数 , 一 般 多 线性 分 离 变量 解 可 有 多 个 特征 函数 . 外 界 行为 在 
边界 上 的 变化 沿 着 特征 线 传播 引起 了 可 积 系统 的 局 域 激 发 模式 的 变化 . 因此 , 在 某 
种 意义 上 , 某 些 物 理 量 描述 的 dromion 和 其 他 局 域 激 发 模式 可 以 受 其 他 一 些 具 有 非 
零 边 值 条 件 的 基 或 势 的 控制 . 

本 章 从 一 般 多 线性 分 离 变量 解 出 发 构造 了 高 维 可 积 模型 的 多 值 局 域 激发 模式 
并 研究 了 这 些 多 值 局 域 激发 模式 (折合 孤立 波 和 折 释 子 ) 的 相互 作用 性 质 . 在 1+1 
维 情况 下 , 一 种 特殊 的 多 值 局 域 激 发 , 即 圈 孤 子 (loop soliton) 已 经 被 较 透 彻 地 研究 
过 . 然而 在 高 维 情况 下 , 多 值 局 域 激发 首先 在 所 有 多 线性 分 离 变 量 可 解 模 型 中 得 以 
实现 . 虽然 折合 抓 立波 和 折合 子 可 以 认为 是 12-1 维 圈 孤子 的 2+1 维 推广 , 但 是 两 者 
还 有 一 些 本 质 的 区 别 . 如 对 于 1+1 维 的 情况 , 多 值 局 域 激发 存在 的 模型 通常 不 存在 
单 值 局 域 激发 , 单 值 局 域 激发 存在 的 可 积 模型 也 不 存在 多 值 局 域 激 发 . 而 2+1 维 多 
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线性 分 离 变量 可 解 模型 都 同时 具有 丰富 的 单 值 局 域 激 发 和 多 值 局 域 激发 ，1+1 维 
圈 孤 子 的 函数 形式 对 一 个 具体 模型 是 确定 的 , 在 2+1 维 中 则 是 任意 的 多 值 函数 . 

目前 , 对 高 维 可 积 模型 的 研究 还 主要 集中 在 2+1 维 , 对 更 高 维 的 系统 的 研究 比 
RAZ, 特别 是 对 更 高 维 可 积 系 统 的 局 域 激发 模式 研究 ， 另 外 , 如 何 得 到 更 多 有 意 
义 的 激发 模式 , 如 何 利用 构造 得 到 的 各 类 激发 模式 去 解释 诸多 实验 或 自然 现象 等 等 
都 非常 值得 深入 研究 . 
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本 章 重点 介绍 另外 一 种 非常 重要 的 非 线 性 分 离 变 量 法 , 即 泛 函 分 离 变 量 法 和 导 
数 相关 泛 函 分 离 变 量 法 . 沁 函 分 离 变量 法 是 由 Zhdanov, 届 长 征 和 张 顺利 等 建 并 和 
A RS, 而 导数 相关 泛 函 分 离 变 量 法 是 由 张 顺利 , 楼 森 岳 和 屈 长 征 建 立 的 . 本 章 首先 
以 一 般 非 线性 波动 型 方程 为 例 给 出 一 般 条 件 对 称 (GCS)、 泛 函 分 离 变 量 解 (FSS) 和 
导数 相关 省 函 分 离 变量 解 (DDFSS) 的 基本 理论 ; 然后 给 出 泛 函 分 离 变量 法 的 一 般 
求解 过 程 ; 接着 给 出 具有 FSS 的 1+1 维和 2+1 维 一 般 非 线性 扩散 方程 和 一 般 非 线 
性 波动 方程 的 严格 解 ; 最 后 给 出 导数 相关 泛 函 分 离 变 量 法 的 一 般 求 解 过 程 并 依次 
解决 三 大 类 方程 : 一 般 非 线 性 扩散 方程 、 一 般 KdV 方程 和 一 般 非 线性 波动 方程 的 
DDFSS 问题 , 完成 上 述 一 般 方程 的 DDFSS 可 解 的 完全 归 类 , 建立 所 得 分 类 方程 的 
DDFSS 严格 解 , 描述 一 些 解 的 局 域 激发 等 性 质 , 给 出 解 的 对 称 群 解释 . 


5.1 GCS, FSS 和 DDFSS 的 基本 理论 
考察 一 般 二 阶 非 线 性 波动 型 偏 微 分 方程 


ur = E(U, Uz, ut, Uzr), (5-1) 


已 是 所 示 变 量 的 光滑 函数 . 设 
V = 22. MU, us Ur, Uza, Uat, Wat) 57 (5-2) 


是 发 展 向 量 场 , n 为 其 特征 . 

定义 5.1.1 ”发展 向 量 场 (5-2) 是 方程 (5-1) 的 一 般 条 件 对 称 (GCS) 当 且 仅 
当 

VO (uu — Eln w =0, (5-3) 

其 中 V2 表示 (5-2) 的 二 阶 延 长 ,L 是 (5-1) 的 解 流 形 ,W dé n = 0 关于 r 的 所 有 全 
导数 序列 集 , E Din = 0 (i = 0,1,2,…), 也 就 是 附加 给 方程 (5-1) 的 不 变 曲面 条 件 
及 其 关于 r 的 各 阶 全 导数 . 

定义 5.1.2 ”如 果 方 程 (5-1) 的 解 u = ulz, t) 具有 预 设 形式 


f(u, us) = a(x) + b(t), | (5-4) 


其 中 f(u, us) 是 4 和 wz 的 光滑 函数 ,a(z) 和 b(t) 分 别 是 > 和 + 的 待定 函数 , 那么 u 
叫做 该 方程 的 一 个 导数 相关 泛 函 分 离 变 量 解 (DDFSS). WA fu (u, uz) = 0 Bl f A^ 
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依赖 于 变量 uz, 那么 DDFSS(5-4) 退化 为 泛 函 分 离 变量 解 (FSS) 
f(u) = a(x) + b(t). (5-5) 


注 5.1.1 

e 如 果 f(u, uz) = u, 那么 FSS 化 为 和 式 分 离 解 ; 如 果 f(u) = Inu, 那么 FSS 
化 为 乘积 型 分 离 解 . 

e Galaktionov 的 非 线 性 分 离 解 (89) 满足 约束 In(uz) = a(z) + b(t), 所 以 这 些 
非 线性 分 离 解 可 由 导数 相关 泛 函 分 离 变 量 法 (DDFSV) 得 到 . 换言之 ,DDFSYV 方法 
提供 了 Galaktionov 的 非 线 性 分 离 解 的 对 称 群 解释 . 

有 人 自然 会 问 : 什么 样 的 偏 微分 方程 具有 DDFSS? 如 何 描绘 和 导出 相应 的 
DDFSS? 为 此 , 我 们 首先 建立 一 些 基本 定理 . 

定理 5.1.1 ( 相 容 性 ) 如 果 方 程 (5-1) 具有 DDFSS, 那么 该 解 满足 下 列 关系 


fu. (Euuz 十 Ew Uzz 十 Bu, Uzt 十 E. Gase ) 
t2 fuu, Urtut 十 fuuu? + Eon LA + fu E = b" (t). (5-6) 


证 明 如 果 方 程 (9-1) 具有 DDFSS, 那么 相 容 性 条 件 Uttz = Uztt 必须 成 立 . 方 
程 (5-1) 关于 z 求全 导数 给 出 


Uttz = DzE = Eviuz 十 Ey. Uzr + Eu, Uzt + Bu rrr. (5-7) 
表达 式 (5-4) 关于 t 求 两 次 全 导数 得 
fuut T 2 fuu, Uzrtut + ge u2, + fuut + fus list = b" (t). (5-8) 


最 后 把 (5-8) 中 的 ue 和 Uzee 分 别 用 (5-1) 和 (5-7) 的 右 端 代 换 可 得 (5-6). 
DDFSV 可 用 GCS 方法 描述 如 下 : 
定理 5.1.2 (等 价 性 ) 假定 a (x) (t) #0, 那么 一 个 DDFSS(5-4) 满足 
n= (fuut tL fuu, Uzt)uz F E CR ut 十 fontz Uzt Ji 
T fu Uzzt 23 fuUzt 一 0. (5-9) 


证 明 ”关于 rz 和 t+ 上 微分 (5-4) 可 得 (5-9); 关于 上 再 关于 r 积分 (5-9) 得 到 (5-4). 
注 5.1.2 如果 f(u,uz)- f(u) = alx) + b(t), 那么 


nN = fuuutuüs + fuus = 0, (5-10) 


此 时 解 u 退化 为 FSS. 更 进一步 , 如 果 u = a(z) + b(t), WA n =uzt = 0, 这 正 是 和 
式 分 离 解 . 
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定理 5.1.3 (判定 性 ) 方程 (5-1) 具有 DDFSS(5-4) 当 且 仅 当 它 具 有 GCS 
y SE = |(fuuut T fuu, Uzt)üz 十 (fuu, Ut F Justua Uzt)Uzz 
t fus Uzzt 十 DEA (5-11) 


证 明 ”如果 方 程 (5-1) 具有 DDFSS(5-4), 由 定理 5.1.2 可 知 (5-9) 成 立 , 而 且 有 
Din = 0,i = 0,1,2,…, 此 为 流 形 W 上 的 不 变 曲面 条 件 及 其 关于 z 的 各 阶 全 导数 ， 
方程 (5-1) 的 GCS X 

y o (utt 一 E)ILN W 
0 C d 0 
一 (nza T Das 中 Das, 十 Din + Ding) 
x (Utt Kn E(u, Ur, Ut, uzz)|LN Ww 
= (Den — Eun — Eu, Dan — Eu, Den — Eusa DiN|LN Ww 
= Un — E, Dn)|LNw, (5-12) 


其 中 工 是 方程 (5-1) 的 解 流 形 ,W ER Din = 0 (i= 0,1,2,…). 由 于 (5-4) 是 方程 
(5-1) 的 一 个 DDFSS, 所 以 方程 (5-1) 和 (5-4) 相 容 . 因此 , 将 m 的 表达 式 代入 (5-12) 
最 后 (5-12) 在 流 形 LAW 上 恒 为 零 . 此 表明 方程 (5-1) 具有 GCS(5-11). 
反之 , 如 果 方 程 (5-1) 具有 GCS(5-11), 则 有 
n= (fuut 十 fua, tiot Wie T (fuu, ut 十 fuu; tist ties 
+fu, Uzzt + fuuzrt =0 

H Din =0(i=0,1,2,…). 由 定理 5.1.2 可 知 , IRRI n = 0 对 应 方程 (5-1) 的 一 
个 DDFSS. 


对 于 FSS, 有 
定理 5.1.4 (判定 性 ) 方程 (5-1) 具有 FSS(5-5) 当 且 仅 当 具有 GCS 


V = 元 = (urt 十 g(wjuaug) 5 
= (uzt + OL 二 (5-13) 
5.2. ZANNA REI 


在 文献 [204] 中 , 届 长 征 和 张 顺利 等 对 于 非 线性 发 展 方程 的 泛 函 分 离 解 提出 了 
利用 一 般 条 件 对 称 对 方程 进行 归 类 和 求解 的 步 又 和 实现 方法 , 称 之 为 证 函 分 离 变量 
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法 164, 204208, 246] 


对 于 非 线性 发 展 方程 , 为 叙述 简明 , 以 下 考察 Klein Gordon 方程 


Utt — Uss = F(u). (5-14) 
我 们 对 其 乘积 型 分 离 解 
u = ó(z)v(t) (5-15) 
或 和 式 分 离 解 
u = ó(z) + Y(t) (5-16) 


感 兴趣 . 然而 , 对 绝 大 多 数 的 非 线性 方程 , 没有 此 种 解 . 因此 需要 叶 求 “ 般 形式 的 分 
离 解 一 泛 函 分 离 解 (FSS) 


f(u) = é(z) + y(t), (5-17) 
其 中 f(u) 为 可 道 函数 . 泛 函 分 离 解 (5-17) 满足 约束 条 件 
nN = Uzt + g(u)uzu, = 0, (5-18) 


其 中 glu) = f"(u)/f'(u). 而 寻求 FSS 的 问题 等 价 于 寻求 方程 (5-14) 的 一 般 条 件 对 
称 


Vs n2 = [uzt + g(u)usu] 5. (5-19) 
定义 5.2.1 一 般 向 量 场 (5-19) 叫做 方程 (5-14) 的 一 般 条 件 对 称 (GCS), 如 
果 


VO(A)Ign w = 0, (5-20) 


其 中 E 是 方程 (5-14) 的 解 流 形 , W 是 附加 于 (5-14) 的 方程 列 集 Din = 0 (i = 
0, 1, 2,…), 相当 于 不 变 曲 面条 件 及 其 关于 m 的 各 阶 全 导数 . 

以 下 具体 计算 VOA)enw. 

对 于 方程 (5-14),V 的 二 阶 延 长 为 


0 ð 0 
(2) dl BR 2 
d ES S Pu: Met z15u 


VO) 作用 于 一 般 波 动 方程 (5-14), 便 有 


ye ua — Urr 一 F(u)lgnw 一 ID? "v D? 一 F'(uyngnw e 
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音 助 于 表达 式 Din = 0 (i = 0,1,2,---) 和 方程 (5-14), 从 上 式 中 消去 u B UT SE PR 
数 后 得 只 含有 的 独立 偏 导数 项 的 表达 式 
y (2) (utt 一 Uza 一 F(u))gn Ww 
= Dinlenw 
= |g" (u) — 2g(u)g'(u)]u?us + (2g(u)g'(u) — g” (u)]uru? 
+F” (u) + g(u)F'(u) + (39g'(u) — 29(u)?) F(u)]uruz. (5-21) 
方程 (5-14) 具有 一 般 条 件 对 称 (5-19) 当 且 仅 当 表达 式 (5-21) AE, 这 就 给 出 


方程 (5-14) 具有 泛 函 分 离 解 的 充 要 条 件 定 理 : 
定理 5.2.1 方程 (5-14) RATE PRATER. (5-17) 当 且 仅 当 


g" —2gg' 20, F" +gF' + (3g' — 2g?)F — 0. (5-22) 


通过 求解 (5-22) 可 给 出 方程 (5-14). 具有 泛 函 分 离 解 (5-17) 的 完全 归 类 . 对 任 
一 等 价 类 , 由 glu) EH f(u), 再 取 逆 得 .= f^! HUA, 将 它 代 入 对 应 方程 得 
到 确定 %z) 和 w(t) 的 常 微分 方程 组 , 求解 常 微分 方程 组 可 得 泛 函 分 离 变 量 解 . 


5.3” 泛 函 分 离 变 量 解 
5.81 具有 FSS 的 1+1 维 一 般 非 线性 扩散 方程 的 严格 解 
文献 [64] 与 [204] 分 别 讨论 了 用 一 般 条 件 对 称 方法 求解 一 般 多 孔 渗水 介质 方程 


wt = (D(w)w?)« + F(w). (5-23) 
l n =1 和 7 关 1 时 ,(5-23) 的 泛 函 分 离 变量 解 是 
q^ (w) = é(t) + v(z) (5-24) 
或 
w = q($(t) + v(a)), (5-25) 


其 中 ol 表示 q M RC 
非常 直接 地 , 可 以 证 明 对 一 般 非 线性 扩散 方程 


vt = a(v, Ur Miss + bim, Gel (5-26) 
可 以 由 泛 函 分 离 变 量 假 设 
v = Pé) + v(z)), (5-27) 
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(其 中 f 是 任意 可 道光 滑 函 数 ) 求解 , 那么 对 某 些 非 线性 扩散 方程 
ut = Afu, uz juzz + Bu, uz) (5-28) 
用 和 形式 的 分 离 变 基 
u = ét) + v(z) (5-29) 


ALIE EAR H E MERRE. 
事实 上 , 对 于 (5-26) 中 的 每 一 个 可 以 用 (5-27) 求解 的 方程 一 定 存 在 一 个 类 似 
(5-28) 的 方程 可 以 通过 (5-29) 来 求解 , 这 两 个 方程 之 间 的 联系 为 


v= f(u), (5-30) 
a(v, vz) = A(u, uz), (5-31) 
bin, vz) 2 B(u, uz) f' (u) — Afu, uz) f" (u)u2. (5-32) 


所 以 , 只 需要 通过 光滑 可 逆 变 换 (5-30) 给 出 方程 (5-28) 的 和 形式 的 分 离 变量 解 的 归 
类 , 可 以 得 到 (5-26) entrée EEA. 因此 , 我 们 只 需 将 重点 放 在 求解 方程 
(5-28) 的 和 式 分 离 变量 解 . 

v = f(u) = bt + v(z)) 和 (5-26) 或 者 (5-29) 和 (5-28) 的 相 容 性 条 件 可 以 
用 一 般 条 件 对 称 来 描述 ， 一 般 条 件 对 称 是 一 般 对称 和 条 件 对 称 ["3, 206, 243) 的 自然 
推广 . 

考虑 一 般 m Wr 1+1 维 演化 方程 


ut = E(t,Z,u, U1, U2 , um), (5-33) 
其 中 wx = au kk <m, E 是 所 示 变 量 的 光滑 函数 . 取 
V —n(t,z,u,ui,uo,:- Aa (5-34) 


为 演化 向 量 场 , n 是 其 特征 向 量 . 
定义 5.3.1 演化 向 量 场 (5-34) 是 (5-33) 的 一 般 对 称 当 且 仅 当 


V (u, — E)|; — 0, 


其 中 工 是 (5-33) 8959:58, V 0. 是 V 的 m 阶 延长 结构 . 
定义 5.3.2. ”演化 向 量 场 (5-34) 是 (5-33) 的 一 般 条 件 对 称 当 且 仅 当 


V? (u, — E)| nw =0, (5-35) 
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由 式 (5-35) 可 知 (5-33) 具有 一 般 条 件 对 称 (5-34) 当 且 仅 当 
Den = 0, (5-36) 
其 中 De 表示 对 t 全 导数 . 而 且 , 如 果 m 不 显 含 t, WA 


ME|L ou ww d 
其 中 


> d 
MWE = lim nlu + EE) 


表示 7 沿 着 E 方向 的 Fréchet 导数 . 
文献 [204] 中 证 明了 下 述 定理 : 
定理 5.3.1 方程 (5-33) 具有 和 式 分 离 变量 解 
u = ét) + v(z) 
当 且 仅 当 它 具 有 一 般 条 件 对 称 


ETA (5-37) 
du 


由 定理 5.3.1 可 知 , 方程 (5-28) 具有 和 式 分 离 变量 解 (5-29) 当 且 仅 当 它们 具有 
一 般 条 件 对 称 (5-37). 

定理 5.3.2 ”方程 (5-28) 具有 和 式 分 离 变量 解 (5-29) 当 且 仅 当 系数 A(u, uz) 
和 B(u,uz) 满足 


Au Auuz + Bu Bu 
zia. e ee eg =. E f 5- 
Ce e, 


证 明 取 V 为 一 般 条 件 对 称 (5-37), 则 
V (y, 一 4(uuz)uzz — B(u, uz)) 


Ae Ba, + gl 
4 ` ve 


十 (4 一 ie u2, + (Buxus 一 Asus) SCH (5-39) 


其 中 Din =0(i=0,1,2,.…), ut = Afu, uz)uz; + B(u, uz), 


= Ut än 下 Busu x 


T] = Ust. (5-40) 


消去 表达 式 (5-39) 即 得 (5-38). 
求解 偏 微分 方程 组 (5-38) 给 出 
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定理 5.3.3 方程 
ut = A{u, Us äiss + B(u,u;) 
有 非 平 良和 式 分 离 变量 解 (5-29) 当 且 仅 当 它 等 价 于 下 列 6 种 方程 中 的 任何 一 个 : 
(1) 
Ut = g(uz)uzz Lo + h(uz); (5-41) 
(2) 
Ut = g(uz)e"^uz, + e"^h(u,)-- c1, a #0; (5-42) 
(3) 


g'(uz)e"* (co — cau) Uzz 


ge = e Leoiäsliolea-cnltealte, ost: (5-43) 
T 
(4) 
g' (uz) (c2 — esu) Uza 2 
ut 一 十 2clcou — c1c3u^ + e3g(us) + C4; (5-44) 
zr 
(5) 
g'(uz) (cef 一 cse bi) Uzrz 
i = -2 —— a 
+ (enge so 十 caae -imp g(uz) + c1, aß Z0; (5-45) 
(6) 


SS g' (uz) (coe"* + c3) Urz 
uz 


ut + c1c9€"* + cgo (ciu + g(uz)) , o Æ 0, (5-46) 


其 中 g(uz) 和 h(u.) 是 关于 wz 的 任意 光滑 函数 ,aq，B，ci (i = 1,2,…) 是 任意 复 


常数 . 


注 5.3.1 文献 [64] 中 的 定理 2 是 定理 5.3.3 的 一 个 特例 . 事实 上 , 如 果 对 定 
理 5.3.3 设 定 


Ain, uz) = B(u)u2-!, B(u, uz) = o(u)u?*! + y(u), 
那么 方程 (5-28) 就 变 为 文献 [64] 中 定理 2 讨论 的 方程 
ut — B(u)u2  uzz T o(u)uz *! T y(u). 


注 5.3.2 ”对 于 定理 5.3.3 中 的 任何 一 个 方程 , 通过 可 道光 滑 变 换 v = f(u) 就 
可 以 得 到 相应 的 具有 (5-26) 形式 的 方程 以 及 泛 函 分 离 变 基 解 . 

由 于 任意 函数 和 复 常数 的 存在 , 得 到 的 方程 有 着 非常 丰富 的 严格 解 . 这 里 , XC 
给 出 定理 5.3.3 中 列 出 的 模型 通过 和 式 泛 函 分 离 变 量 法 得 到 的 严格 解 . 
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例 5.3.1 方程 (5-41) 具有 两 类 和 式 分 离 变量 解 (5-29), 其 中 $(t) 和 v(z) 满 
足 
(i) 


(t) = 一 一 A e?'ai, ota (z))V" (z) + cih) + h(V'(z)) 20, o x 0; 
(ii) 
dn — Af ke,  w(5)- d p(z)dz + as, 


p(z) 
g(s) 8 
«f e SEH a2 = 0, ci = 0, 


其 中 Am acili € Z) 是 任意 常数 (AFR). 
例 5.3.2 方程 (5-42) 有 两 类 和 式 分 离 变 量 解 (5-29), 其 中 olt) 和 (zx) 满足 

(i) 
e(t) E In(ci) — In(1 - Ae? (t+ta)) 


g(V (z)) v" (1) + h(j'(z)) = Ae"? 9, cia #0; 


十 cl (t+), 


(ii) 


, gt (£) Y" (x) + h(i'(z)) = Ae" "iz, 


e(t) - _ ln( 一 和 T a1)) 


20, o #0. 


例 5.3.3 方程 (5-43) 具有 三 类 分 离 变 量 解 (5-29), 其 中 olt) 和 v(z) 分 别 由 
下 式 确 定 


(i) 
e(t) p(x) 
/ ((u — As)e** -- c1) "de ss LEO, J (p(s}) tds = £ + a2, 
g(p(s)) = arabe, en SÉ 
(ii) 
d) = tel * In(1 — ue? 1622) -- e(t a3) 


o 
p(z) 
f (p(s))”'ds = x + a2, 


g(p(s)) = PUE c3 —0, cc2a FAO; 
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(iii) 
ó(t) - _ln(—-pa(t + SUE E 


^ (p(s))”'ds— £ + as, 


s—a 
g(p(s)) = Ë d ca 一 0， cl 一 0， co #09. 


CeeS 


例 5.3.4 方程 (5-44) 有 和 式 分 离 变 量 解 (5-29), 其 中 9(t) A v(z) 分 别 为 
(i) 


1 
c 一 入 十 tanh GT 十 c(t vil v Aucics + e? 


入 (C38 — c2) + ca( —c4 + 
la) = ei + Ara Cte), 


ois 
d (n(s)) "de =T +482, Ce Zo: À, C1 C203 E 0; 


(ii) 
" vis? 
am = Ë + ea, | pa ids atin 
g(p(s)) = Sese * eC t) 0, ee #0; 
3 
(iii) 
H 2t We —1 
e(t) — 2c1C2 Te sen, f (p(s)) ds 三 工 十 03, 
g(p(s)) = 一 cl1s + NIMM c3 — 0, cics Æ 0; 
(iv) 
b(t) = ut + ai, (x) = IET t Q3， 
p(r) ,/ e 
f g(s) ap — Cate aa) o_o ob 
S C2 
(v) 


1 
一 入 十 tanh E y Anucics 十 X2(t 十 al ) v/Aucics + A? 


2c1C3 


e(t) = 


, 


v(z) Aa 一 
Jett" = 2 + as, glpls)) = -0s + SH 
3 


c2 = 0, €1€3 A 0; 


. 142- PER ” 泛 函 分 离 变量 法 


(vi) 


" AS 一 c4 十 
olt) = 5 + eta, g(p(s)) = E, 
3 


tz) 
f (p(s))”'ds 一 十 Q2，cl = 0, C2 — 0, SE Es 0; 


(vii) 
olt) =ut+ ai, (Ss = CH 
os, es, Asil, ges. 
方程 (5-45) 有 和 式 分 离 变量 解 (5-29), 其 中 p(t) 和 (x) 分 别 为 
(i) 
I (ache: ppe i85 A. a) ds = t + a}, 
f woas = T + a5, 


g(p(s)) = : E 十 一 , €2C3 Æ 0; 


Bra Xcge7àP* — celos 
(ii) 
— igci(trai) _ W(x) 
olt) 一 Ee (p(s))^!ds = T + Q3, 
ei eu 1 goe" 39* 
= 一 一 一 —2————, o=, 6 0; 
g(p(s)) cs(B Fa) 2 C3 C2 Cocn B 天 
(iii) 
21n(ci) — 21n(1 — Ae39e:(t*a1) 
h(t) Š "aal Ze 站 c(t 十 ai), 
v(z) 
ja (p(s)) "des = £% + 3, 
和 Xe 一 二 as 1 a3 
= — + -— = 0; 
g(n(s)) co(B + a) 2 e—#8s0 C3 0, C1C2Q X 
(iv) 


(x 
6) A RO. Tuer = s+ os 


e Seu l a2 


g(p(s)) = ca (f Fa) 一 Eco 


cı — 0, c2 — 0, c3ß 0; 
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(v) 


4(t) = 220) Cebra f o2 ds 


Ae" ios 1 a3 


g(p(s)) — SUUS 十 Eer? 


, €3 — 0, a £0. 
例 5.3.5 方程 (5-46) 有 和 式 分 离 变 量 解 (5-29), 其 中 lt) 和 v(z) 分 别 为 
(i) 


ó(t) ; v(z) 
J (csac1s HATI +u) ds e tas | (p(s))^!ds = z — a2, 


(ii) 


u EA 1 
$(t) = SSC koennt, d (p(s)) "ds = £ + as, 


cscllas — 1) — ute” “Saa 
g(p(s)) = Seite — D — pt e ann 


; €2—0, cıc3 Æ 0; 
C3Q 


(iii) 
(t) = ut + a1, (x) = f roaz + as, 
f g'(s) ds = Z+% 


s(caag(s) CM) ^ c 


; cl — 0, C9 = 0, c3 天 0; 


(iv) 


In(—Aa(t + a1)) 
e 


v(z) 
é(b = | f (p(s))-1ds = z + as, 


g(p(s)) = —cıs 一 十 a2，cs — 0, ca #0. 


QCo e?8 


5.3.2 具有 FSS 的 2 十 1 维 一 般 非 线性 扩散 方程 的 严格 解 
与 上 一 小 节 类 似 , 对 2+1 维 一 般 非 线性 扩散 方程 


ut = Afu, us, uy)uzz + B(u, uz, uy)uyy + C(u, us, uy), (5-47) 
我 们 只 需要 对 其 做 和 式 分 离 变量 解 


u = p(z) + aly) + r(t) (5-48) 
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的 归 类 , 因为 分 离 变量 解 


v = f(p(z) + a(y) + r(t)), (5-49) 
其 中 f 是 任意 可 逆光 滑 函 数 ,(5-48) 及 
ut = a(v, Vz, Uu iss + b(v, Ge, vy)uyy + c(v, Vz, vy) (5-50) 
和 方程 (5-47) 之 间 的 联系 为 
v= f(u), (5-51) 
a(v, Vz, Vy) = A(u, uz, uy), (5-52) 
b(v, vz, vy) = B(u, uz, uy), (5-53) 
c(v, Uz, vy) ^ C(u, uz, uy) f'(u) — [A(u, uz, uy)u2 
+B(u, uz, uy)u?] f" (u). (5-54) 


因此 将 重点 放 在 方程 (5-47) 允许 有 和 式 分 高 变量 解 (5-48). (5-48) 和 (5-47) 或 者 
(5-49) 和 (5-50) 的 相 容 性 条 件 可 以 由 一 般 条 件 对 称 方法 给 出 . 
考虑 如 下 形式 的 一 般 二 阶 2-1 维 演化 方程 


w = E(t, £, y, Uz, ty, Uzz; Uzy, Uyy): (5-55) 
其 中 E 是 所 示 变量 的 光滑 函数 . 取 
d 
V = gt, £, y, uz, Uy, Uza, Hen: Uyy) Br’ (5-56) 


为 演化 向 量 场 ” 是 它 的 特征 向 量 . 
定义 5.3.3 ”演化 向 量 场 (5-56) 是 方程 的 一 般 条 件 对 称 当 且 仅 当 


VO (u, — Eilnn =0, (5-57) 


Hop VO 是 V 的 2 阶 延长 结构 ,W 是 Din = 0, Dyn 20 (i= 0,1,2,…) WAER, L 
是 方程 (5-55) 的 解 集 ,D; 和 Di 分 别 表示 对 m RI y 的 i 阶 全 导数 . 
(5-57) 表明 方程 (5-55) 具有 一 般 条 件 对 称 (5-56) 当 且 仅 当 


Din = 0, (5-58) 
D, 表示 对 t 的 全 导数 . 而 且 , 如 果 7 不 显 含 时 间 变 量 t, 那么 


n Elo w 二 0， 
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其 中 
n'(u)E = lim Zoe +E) 
表示 n 沿 着 E Jr Ih] Fréchet 导数 . 
与 上 一 小 节 类 似 , 可 以 证 明 
定理 5.3.4 方程 (5-55) 具有 和 式 分 离 变 量 解 
u = p(z) + a(y) + r(t) 
当 且 仅 当 它 具 有 如 下 形式 的 一 般 条 件 对 称 


d 
V = Ust ae (5-59) 
d 
Vo 一 RACH (5-60) 
Vs = un 区 (5-61) 


定理 5.3.4 说 明 方程 (5-55) 有 和 式 分 离 变量 解 (5-48) 当日 仅 当 它们 具有 一 般 条 
件 对 称 (5-59)~(5-61). 
定理 5.3.5 方程 (5-47) 有 和 式 分 离 变 量 解 (5-48) 4 HA4 A, B,C 满足 偏 


微分 方程 组 
Du = Aen. — Ae dn, e (5-62) 
DI? = ABuu, — AuBu, = 0, (5-63) 
Ts = A(Auvts + Cu.) — Av(uz Au + Cu,) = 0, (5-64) 
T4 = gel A Bun — Au Bu) = 0, (5-65) 
Ts = us(ACuu — AuCu) — 0, (5-66) 
Q; = Ban, 一 BeB — 0, (5-67) 
Q5 三 B4 — B, Ay, — D (5-68) 
N3 = B(Busuy + Cus, ) — BuluyBu + Cu) — 0, (5-69) 
Q4 = u,(BAuu — BuAu) = 0, (5-70) 
Q5 = gel Bn — B.C.) = 0. (5-71) . 


WEB] E Vi, Vo, V3 分别 为 (5-59)~(5-61) 的 一 般 条 件 对 称 , 通过 直接 运算 就 可 
以 得 到 


[ut Ges A(u, Ur, Uy)Uzz T B(u, uz, Uu Mia weg C(u, Ur, uy)] 


- 1 Tiu, + (Touyy + Dal uz; + auyy + Del — 0, (5-72) 
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Vf? tu, — A(u, uz, uy)uzz — B(u, uz, uy)uyy — C(u, uz, uy)] 


1 
E e [Qu2, + (Nuss + Q3) uyy + Nauzz + Ns] = 0, (5-73) 
VO lu; — Afu, uz, uy)uzz — B(u, uz, uy)uyy — C(u, uz, Mell = 0. (5-74) 


ut = Afu, uz, uy)Uzz + B(u, uz, uy)uyy + C(u, uz, uy) 


消去 式 (5-72) 和 (5-73) 就 得 到 了 偏 微分 方程 组 (5-62)~(5-71)， 由 于 (5-74) 满足 
(5-72) 和 (5-73) 的 相 容 性 条 件 , 因此 恒 成 立 . 特别 地 , 用 同样 的 方法 可 以 证 明 如 果 
A(u, uz, uy) 三 0 或 者 B(u, uz, uy) = 0, 那么 方程 组 (5-62)~(5-71) 也 同样 成 立 . 

求解 方程 组 (5-62)~(5-71) 可 得 

定理 5.3.6 假定 | A(u, Uz, Uy)| T |B(u, uz, wy)| #0, 那么 具有 形 如 


ut = A(u,uz,uy)uzz + B(u, uz, uy)uy, + C(u, uz, uy) 


的 方程 都 有 非 平 良 和 式 分 离 变量 解 (5-48) 当 且 仅 当 它 是 下 述 方程 中 的 任何 一 种 情 
形 : 
(1) 
Ut — h(uz, uy) + ciu + [g1 Dis Ja (uz, uy) 十 Wa(uz)juzrz 
+[fi (Die ln (ts, uy) tui (uy)]uyy; (5-75) 


u, — WA fiCuy)lgi(us)uss 


` + gı (uy)uyy ~ g2(uz) + huy); (5-76) 
(3) 
ue = fi(us)uss + + eyes ts + h(uz) = ga(uy); (5-77) 
(4) ci = c2， 
ut = [cl cosh(au) + c» sinh(au)]gi (us )uz; 
十 [ca cosh(au) + cı sinh(ou)] f1(uy)uy, + co; (5-78) 
(5) ci = 一 c2， 


ut = [c1 cos(au) + cz sin(a u)]gi(uz )usz 


十 [cz cos(œu) 一 cl sin(au)] f1(uy)uy, + co; (5-79) 
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(6) 
ut = fi(us, uy) fa. (u, uy)uza + hi(us, uy) + ha(uz, uy) fa(u, uy), (5-80) 
其 中 fi, f2: g1, 92, hi, ha 满足 
hi(uz, uy) + ha(uz, uy) fa(u, uy) = Lë (u, uy) + ga(uz, uy)) fa, (u, uy) 
fau (usus) | fi uga; (5-81) 
(7) 
Ut = Dis, uy) fa. (u, Uz)Uyy + hi(uz, uy)  ho(us, uy) fa(u, uz), (5-82) 
其 中 fi, f2, 9,92, hi, hz 满足 
hı (Uz, uy) + ho(uz, uy) fa(u, Mel = (gı (u, uz) + g2(uz, uy)) fa,(u, uz) 
ln [^ fitus, tdt, (5-83) 
其 中 函数 fi, f2, 91,92, h hi, ha pi qo 61,02 Vi Vo. 是 所 示 变 量 的 任意 光滑 函数 ， 
fa, = 0f2/0u, Ban = 82j/6u2a,coctca 如 果 不 特别 指明 , 即 是 在 其 定义 范围 
内 的 任意 常数 . 
注 5.3.3 ”定理 5.3.3 是 定理 5.3.6 的 特例 . 适当 选择 (5-80) 和 (5-81) 中 的 函 


数 fi, f2,g1,92, hi 和 h2, 就 可 以 得 到 定理 5.3.3. 在 式 (5-80) 和 (5-81) rH, 
(1) 取 


g(ux) 


c , f2(u, uy) = Cu, hi (uz, uy) 一 h(u;), 


fi(uz, uy) 一 


h(u 
ha(us, uy) 一 1， gi(u, uy) =u, g2(Uz, uy) au uu 


那么 就 得 定理 5.3.3 中 的 方程 (1) (E. (5-41)). 
(2) 设 


u 
fi(uz, uy) -= gue). f2(u, uy) = et, hi(uz, uy) =C]; 


C 
ha(us, uy) -— h(u;), gi(u, uy) -— SÉ 


h(uz) +a [^* fi(£)&dé 


Q 


那么 就 得 到 定理 5.3.3 中 的 方程 (2)( 即 (5-42)). 


g2(uz, Uy) = 
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(3) 取 


hanat e aaue aaia 
Qa. 
hi(us, uy) = €1, h2(uz, uy) = g(uz), 
ol ad =0, — gruss uy) = E. 
那么 就 得 到 定理 5.3.3 中 的 方程 (3)( 即 (5-43)). 
(4) 取 , 
fi(uz, uy) = giz, folu, uy) = 2c1c2u — clcau2， 


hı (üz, uy) x cag(uz) T C4, ha(uz, uy) 一 1， g2(Uz, uy) — 1, 


一 C4 一 2c1c2u 十 c1c3u? 十 201062 一 2c1cau 
gi(u, uy) eg a ua, 
则 得 定理 5.3.3 中 的 方程 (4)( 即 (5-44)). 
(5) 取 
filte) =- falu uy) = coget", 


hı (Uz, uy) = C], h2(uz, uy) 一 g(uz), 


-2(a m B)g(uz) 


gi(u, uy) —0, g2(uz, uy) = 


aß 
则 得 定理 5.3.3 中 的 方程 (5)( 即 (5-45)). 
(6) 取 | 
fi(wz, uy) = ge folu, uy) = e1coe?^" + cac1Q u, 


hı(Uz, Uy) = esa g(uz), Mho(uz,uy) = 1, 
coe? “十 cza u > g(uz) 
a (ezea t + cg) galie, uy) 2 777 
则 得 定理 5.3.3 中 的 方程 (6)( 即 (5-46)). 
下 面 给 出 定理 5.3.6 中 的 模型 (1)~(5) 的 一 些 和 式 分 离 变 量 解 . 
例 5.3.6 方程 (5-75) 有 和 式 分 离 变量 解 (5-48), 其 中 了 = p(z), q = (v) 和 
r — r(t) 满足 常 微分 方程 组 


gi(u, uy) 一 


r- cr =a, 
[bz(p g) (p^) + wa(p Np” + (éx(p^, a") fi(q) + va (a^)]a" 
h(p',q) +ci(p +q) =a, 


其 中 aci (i € Z) 是 任意 常数 (以 下 类 同 ). 
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例 5.3.7 方程 (5-76) 有 形 如 (5-48) md em H. 


(i) C2 二 Q, g 
u = Cit + caT 十 f vV(z)dz 十 cs 十 c5 十 cy， 
其 中 wy) 满足 | 
, gı (£) Se 
J g2(c4) — R(E) paS ET 
(ii) c2 # 0, 


u = p(z) + g(y) 2 eae, 
HF p = p(x) f q = gly) 满足 常 微分 方程 组 
gin) — cap = ca, 
gidd + h(q) + c2(fi(g') * a) — c1 = c4. 
例 5.3.8 ”方程 (5-77) 有 和 式 分 离 变量 解 (5-48) 及 


(i) C2 = 0, 8 
u = cıt + / ó(z)dz + cy + c3 十 cs5 + C7, 
其 中 w(y) 满足 
f1(€) Se " 
/ go(c4) — h(E) 十 cl pe 
(ii) c2 #0, 


u = p(z) + q(y) — = + eer, 
其 中 p= p(z) A q = q(y) 满足 常 微分 方程 组 
big + h(p)  ea(g(p') +p) — ei = c4, 


ga(q') — coq = ca. 
例 5.3.9 FS (5-78) 有 和 式 分 离 变量 解 (5-48), 其 中 ple), aly) RS 
数 ,r(t) 满足 

(i) C1 = C2, 

r(t) 1 

liar — corr ltr 
(ii) cl = 一 c2， 
1 


r(t) 
| taggt a T 1 
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例 5.3.10 方程 (5-79) 有 和 式 分 离 变量 解 (5-48), 其 中 ple), aly) RS 
数 ,r(t) 满足 


(i) CU = 102, 


r(t) 1 
| statt lf 


(i) c = —ico, 


r(t) 
/ EE AA 
其 中 i 是 虚数 单位 . 
5.3.3 具有 FSS 的 一 般 非 线性 波动 方程 的 归 类 和 求解 
本 小 节 将 致力 于 一 般 非 线性 波动 方程 


Utt = Afu, it Miss + Blu, uz, ut), Alu, uz) Z0 (5-84) 


的 泛 函 分 离 变 量 法 问题 . 

对 于 A = 1,B = B(u,uz,ut) 和 4= Afu), B = Auu? + C(u) 的 特殊 情况 的 
FSV 问题 在 文献 [65] 和 [207] 中 给 出 了 详细 的 研究 . 

1. 具有 FSS 的 一 般 非 线性 波动 方程 的 归 类 

对 于 方程 (5-84),V 的 二 阶 延 长 为 


d ð ð ð ð 
v) = n— Dn Dn 4 D!n—. 
"Hu KM Te i "Tou. K t Sun T 2 Sun, 


VO) 作用 于 一 般 非 线性 波动 方程 (5-84), WA 
VC) (uu — Afu, uz)uzz — B(u, uz, ut) LN w 
= [D?n — (Aun + Au, Dzr)uss 一 AD?n 
—(Bun + Bu, Don + Bu, Dn)jlLn w- 
考虑 到 表达 式 Din 一 0 (i weg 0, 1,2, tt d 和 方程 (5-84), 从 上 式 中 消去 u 的 非 独 
立 高 阶 导 函数 之 后 转化 为 含有 的 线性 独立 偏 导 数 的 表达 式 
V O) (ut — Afu, uz)uz, — B(u.uz,ui))luw 


= [D2n - Bu, Dellt nw 
= Diu, + Dattes + Ts, (5-85) 
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其 中 T; = Ti(w, uz, ut) (i = 1,2,3) 是 包含 glu), Afu, uz), B(u,uz;,u) 及 其 关于 
U, us, Ut 的 偏 导 数 的 待定 函数 . 

A (5-85) 必须 为 零 要 求 g(u) = f"/f', Alu, uz), Blu, Ux, ut) 满足 下 列 偏 微分 方 
程 组 


l; = T;(u, uz, u) =0, i= 1,2,3, (5-86) 


其 中 
Iz | IA 十 fu.) ur 一 Av, | 9 十 4 — Beda] us 


+AB,,, u; =” 0, 


A.B, 
A 


I 


+ Ayu 一 PER Sé gBu,u, A 一 gB, 十 ABuu, 


zur 


4 
ged ua} ut + BB, at = 0， 


2. ^1A 
re |" - 9 9 ) wz gg 十 


A 
(gAu — g A) Bu, oi (Au, Bu, 一 ABu,u, ) Uz| 2 
Lee ee EE e 


v on 
(g £A u? 


B + Bu)Au. 


— gBuu, 一 CH Uz 
--[(29g' — 9")A + (g? — g') A.]u2 + Buu + gBu 

S (9B t Pe) - B(gBuu, 一 39 + 22] ut 
+BBuu }us = 0. 


为 了 求解 偏 微分 方程 组 (5-86), 分 三 种 情形 考察 . 
情形 Bu, 0. 
此 时 , 方程 组 (5-86) 可 分 解 为 下 述 偏 微分 方程 组 


A? 
Di = —Au,u, 十 Ur Se? Au, g ES Auu, TS AuAu, EH 0, (5-87) 
A A 
u u 4 1 


A, B A? 
4 LA, — gÅ + 一 SR - ep. uz = 0, (5-88) 
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9 (g? — g') Au, uz (g? e o Au 


Ti52g" — 7 — 2gg' + e = 0, (5-89) 
Pia 三 [(299 — 9")A + (9° — 9g") A.]u? 一 GET PA 
十 BP Y De) = Bun, — os, Uz 
—B(2g? — 3g') + Bu, + gB, = 0. (5-90) 
对 (5-87) 关于 us 积分 可 得 
— A! (u) 十 全 一 eg 20, (5-91) 
HAAA 是 积分 函数 . 该 方程 有 一 般 解 
A(u, uz) = e^109 As (u, eJ " KO), (5-92) 
把 表达 式 (5-92) 代入 方程 (5-89) 并 逐 项 分 解 因 式 , 可 得 
—(g'(u) — g^(u)) A1 (u) + (g"(u) — 2g(u)g'(u)) = 0. (5-93) 


以 下 分 三 种 情形 讨论 : 

(1) g'(u) — g?(u) = 0. 

这 时 ,g(w) HEH glu) — 0 RI glu) = —1. XX (5-93) 自动 成 立 . 将 glu) 的 两 个 解 
分 别 代 入 (5-92) 得 A(u, uz) = A»s(uz)e^09 和 A(u, uz) = Aa (42) e^. 再 将 gu) 
和 A(u,uz) 的 表达 式 代 入 余下 方程 (5-88) 和 (5-90) 就 可 解 出 A(u, uz) 和 Bu, uz), 
由 此 得 到 定理 5.3.7 中 的 (1) (4). 

(2) g'(u) — g?(u) 7 0, g"(u) — 2g(u)g'(u) = 0. 

在 此 情形 , 由 (5-93) 知 A1(u) = 0, 于 是 (5-92) 简化 为 


A(u, us) — A2 (e! "age, l (5-94) 


可 以 解 得 glu) 为 g(u) = 1, tan(u), — cot(u), — coth(u) 和 — tanh(u). 将 g(u) 的 这 些 
解 和 (5-94) 分 别 代 入 余下 方程 (5-88) 和 (5-90) 后 求解 可 确定 相应 的 函数 Afu, uz) 
和 B(u,uz), 经 化 简 得 到 定理 5.3.7 中 的 (5)~(9). 

(3) g'(u) — g?(u) 7 0, g"(u) — 2g(u)g'(u) # 0. 

为 便于 计算 , 令 glu) = — 502, FÆ (5-92) 化 为 


A — A2 ( Sal e^i (0, (5-95) 
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(5-87) 的 一 般 解 正 是 


ge ^ (x Jade Ao(u) = e^:(9, (5-96) 


其 中 未 知 函数 Ao(u) 和 Ao (gts) 待定 
把 g(w) = — IN 和 (5-96) 代入 (5-89) 可 得 


pu) äis)  h"(u) - (5-97) 
h(u) ^ Ao(u) ` Mil ^ 


其 解 为 
aoh" (u) ] 
Ao(u) — p (5-98) 


再 把 g(u) = — C2 和 (5-96) 代入 (5-88) 得 
tsh (u)Bu u, 


ugzh'(u)A (u) us (Ag(u))? Hi 
| Mu ^ua) + 人 | A a)" D 


/ H Aolu) Bu, wë M 
u 4 (5 ;) Ath (2)? e + Bn 一 (5-99) 


关于 us 对 (5-99) 积分 , 有 


arcu" cc Aa En 
4-u2 Ao(u)A (u) Ao t d =) (h(u))-! + B, — yx 
Bifu) + TM E = 0. (5-100) 
把 (5-98) 代入 (5-100) 并 求解 B, 发 现 B 具有 下 述 形式 
b B.) | u42 (5 d dus RS GA (35) 
(5-101) 


十 Bs(u) + bah” (u) Bs es j) 


其 中 Bifu) (i= 1,2,3), A2 (5325) 和 Bs (265) 待定 . 把 glu) = — 5:3, (5-96),(5-98) 
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和 (5-101) 代入 (5-88) 有 


Bd  h"(u)Bo(u) |, h'(u)Ba(u) , oul! 24, (is 
Ec iii ^^ (Qu)? ^ (Ni IE "a (x) 


E | Sh" (u)Ba(u)  h"(u)Bi(u) ` h'(u)a1Rh"" (u) 


(h(u))? M(u) Ww Qu 
/ ayh(9(u) | h'(u)Bi(uy)  ax(h"(u)? , ,, 
TE ED YA hlu) RE a) 
h'(u)B2(u) " url ji 
Hu | :hs (5) 0. (5-102) 
上 式 得 求解 又 可 分 为 两 个 子 情形 讨论 : 
在 此 子 情形 , 可 以 得 到 一 般 解 
TOROJ w 


把 (5-103) 分 别 代入 (5-96),(5-98),(5-101) 和 (5-102), 利用 (5-103) 并 把 随 之 得 到 的 
所 有 glu), A1(w), 4 和 B 的 表达 式 代 入 (5-90) 后 , 从 (5-102) 和 (5-90) 中 确定 未 知 
函数 . 经 过 繁复 的 分 析 和 计算 , 得 出 定理 5.3.7 中 的 (10) 和 (12). 

2° KOCH E 

对 此 子 情形 , 由 于 u2 A5 léen ) FIL u Ao (555 ) 是 函数 独立 的 , 所 以 (5-102) 中 
两 者 的 系数 必须 为 零 . 类 似 于 子 情形 1^, 通过 由 已 知 关系 式 固定 未 定 函 数 , 最 后 可 
得 定理 5.3.7 中 的 (11). 

总 之 , 我 们 证 明了 下 述 定理 : 

定理 5.3.7 假定 Alu, uz) 7 0, 方程 


Utt = A(u,uz)usz + Blu, uz) 


具有 (5-17) 形式 的 非 平凡 FSS, 当 且 仅 当 它 在 对 u 的 平移 和 标 度 变换 的 意义 下 与 下 
列 方程 之 一 等 价 : 
(1) 


utt = A(uz)uzz + B(uz) + biu + bo, (5-104) 


= ġ(t) + v (x); (5-105) 
(2) a #0, 


au B 
Utt = A(Uuz je” uzz + e Blue) + bi, (5-106) 


5.3 泛 函 分 离 变量 解 


u = $(t) + v(z); 


(3) 
ut = A (=) Uzi FU |B (=) + ba ln(u) + d ， 
u = exp(ó(t) + v(z)); 
(4) o. #0, 
ug =Å E z 3r Uses + ute |B (=) + 可 + biu, 
u = exp(ó(t) + (xz); 
(5) 
uu = Aluser) uae + bre" + boe?" ee aga, 
u = ln(ġ(t) + v(z)); 
(6) 
utt =b; sin(2u) + b2[2 cos(u) — sin(2u) In(sec(u) + tan(u))] 
+A (zs) Uzz 十 二 Lang f^^ ~ € A'(£)d£, 
u = arcsin tanh(Q(t) + v(z)); 
(7) 
utt = bı sin(2u) + bal sin(u) — sin(2u) In(csc(u) + cot(u))] 
十 4 (a) Uzz 十 一 二 ; sin(2u) [^ €? A'(€)d£, 
In(cot(u) + csc(u)) = $(t) + y(x); 
(8) 


urt =b; sinh(2u) + b2|2 sinh(u) + sinh(2u) In(csch(u) — coth(u))) 


Uz l ， su 2 Ai 
十 4 (xis) Uzz — 5 sin(2u) / E A'(£)d£, 
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(5-107) 


(5-108) 


(5-109) 


(5-110) 


(5-111) 


(5-112) 


(5-113) 


(5-114) 


(5-115) 


(5-116) 


(5-117) 


(5-118) 
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u = arccoshcoth(P(t) + v(z)); 


(5-119) 
(9) 
utt — bi sinh(2u) + bal cosh(u) + sinh(2u) arctan(sinh(u))] 
A (5) Uzz 一 Z sinu) (77 EAEE, (5-120) 
u = arcsinh tan(ó(t) + (z)); (5-121) 
(10) g'(u) ` g(u)? #0, a = 一 2， 
Wtt = i + B(u), (5-122) 
s=- tws) serie (5-123) 
HF h= h(u) 和 Bu) 满足 
2(h')? — hh" 十 cij tes D. 
hh” B" + (Nu E 3(h^)?)B E hh (B' e 2h/^) = 0; 
(11) g'(u) — g(u)* # 0, 
h^" ` (us (bp — ie /us 
wm Ap) m A) 
4 B(u) A bc (5) (5-124) 


sx fO ne 


(5-125) 
HEP h= h(u) 和 B(u) 满足 


Ah)? — hh" tak -- c3 — 0 


hh” B" es? h/" h B! Ab (h/ n" 


— 3(h")*)B = 0; 
(12) g'(u) — glu)? #0, a # -2, 
hue B a2 
us = eer + BOUE 十 Cu， 


(5-126) 
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H 


ail, aa va (5-127) 
其 中 C(u), hu), Blu) 满足 


hh" c" u hh" c ds OM iw EN 3(h")?)C ZA 0, 


hhh h" — hh? — 3(h + hh 8G — (h" (R69)? (RI 
FARO n" + (A (h^? h + 16h? (h^)? )h/" 一 YA (ny? 
—12(h/^ 3 h/ h]h(9 + (3h h3 h" — 2h" (hn)? h — eh? (h^)?)(n(9)? 
[2h A" (6h" h + (h')?)h"" + 36h(h*)* — 2h(10h"h + (h)? ) (h)? 
—6(h")* (KPIR — (n")?(11(h)? 十 34h" h)(h"? 十 135? (n )* 
—2h(h'")3n/ h” — 27(h")8 + 42h” (h")*h! = 0, 


B = [a1( —h" h(ah' h" + 2hh")h(9 + KO 4- (1-7 ahhh” (h)? 
—(h")? (5h"h + (2 + a)(h")?)h" + 3(2 + o) h' (h)* + (h")?h2 9?) 
/ (2 + ah? (h' h" h" + hh CÓ" — 3(h")9 — h(h/")2)], 


其 中 o,ai, bi ci (i = 1,2) 是 任意 常数 , C (52) , B(u;), B EA , A (355) 是 所 示 变 
量 的 任意 函数 , 此 处 H(u) = (h, 1, u, sinh(u), sin(u), e^", cosh(u), cos(u)]. 

xk 5.3.4 

e 文献 [207] 的 表达 式 (20) 或 定理 2(1) 是 定理 5.3.7(1) 的 特殊 情形 ; 

e 文献 [207] 的 表达 式 (17) 或 定理 2(3) 是 定理 5.3.7(3) 的 特殊 情形 ; 

e 定理 5.3.7(5)、(6)、(8)、(9) ^4 4(€) = 1 时 分 别 对 应 文献 [207] 的 定理 
2(2)、(4)~(6). 特别 地 , 当 A(wuze*) = 工时 , 定理 5.3.7 中 的 (5-112) 是 著名 的 Bullough- 
Dodd 方程 (或 Tzitzéica 方程 ),(5-114) 和 (5-118) 分 别 是 推广 的 sine-Gordon 方程 和 
sinh-Gordon 方程 ; 

e 文献 [65] 的 方程 (6) 和 方程 (9) 分 别 是 定理 5.3.7 中 (5-110) 和 (5-106) 的 特 
殊 情形 ; 

e 文献 [65] 的 G' — G? z: 0 中 的 情形 2 被 定理 5.3.7 中 的 (12) 所 包含 , 因为 如 果 
在 定理 5.3.7(12) 中 取 a = 0, 文献 [65] 中 的 情形 2 的 所 有 关系 式 都 是 定理 5.3.7(12) 
的 特例 . 

情形 2. B, #0, Bu, =0. 

在 此 情形 , 偏 微分 方程 组 (5-86) 化 为 


A? u u 
D2 三 JE B zl Uz 一 Al g + Åuu, — Zeie == (), (5-128) 
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zc 


T (- —gA, — gBuu.A za Au 十 m Ur = 0, 


) Au, TET Ass. u2 十 AD y 


A 
L 2 一 0 A 
Gaas 了 (g? 2) gig. — 9) Au. Ur — 29g! + ei + u3 


a 
$ EEN £2) zd u2 


T |- fus futs = gBuu, 


* [c -g") A+ (e? — g) Au) ua? + SOPH Bo) A. us Ce Ausus 


B+B,.)A 
- E DR) As 十 Buu + gBu -B (Busu, = 3g' T 22] ut 


#BBuu, = 0. 


求解 (5-128)~(5-130) 可 得 下 列 分 类 结果 : 
定理 5.3.8 假定 A(u, uz) £ 0, Bu (u, ut) £ 0, 方程 


Utt = A(u, u5)uz; + Blu, ut) 


(5-129) 


(5-130) 


具有 (5-17) 形式 的 非 平 凡 FSS, 当 且 仅 当 它 在 关于 “v 的 平移 和 标 度 意义 下 等 价 于 下 


列 方程 之 一 : 
(1) 
ug = A(uz)usz + Blue) + biu, 
u— $(t) + v(z); 
(2) al #0, 
ug = A(uz)e uz, + bie?" + B(u;), 
u — $(t) + v(x); 
(3) 
Mus LL + Mis — t2) cosh(a: (u Lt echt? 


x Dok + 2[bz + (a? — b2)u?][a1 sinh(ai (u + a2)) 
十 bi cosh(a; (u 十 a2)))| à; 
u = 9(t) + v(z); 


(5-131) 
(5-132) 


(5-133) 
(5-134) 


(5-135) 
(5-136) 
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(4) 


| A(uz)eh*u,, 8 
”sinh(al(w + a2)) 


x [se^ — 2062 + (a? — Milan cosh(as(u + aa) 


Utt [4(a? 一 bi) sinh(a(u + a3)]' 


bi sinh(al (u 十 a2))]| ; 
u = 9(t) + v(z); 
(5) 


Utt = A (=) UČ urz +u [a + bu? + B Eal SC 


u = exp(9(t) + v(z)); 


(6) 
_2+b -a tanh(a1(a2 — ln u)) 
B 2u 
bzu(aı +i (al = b; )e22: (o2 -1n KH 
2(ai 一 好) 


Utt 


xsech(a; (a2 — ln u)), 


u = exp(9(t) + v(z)); 
(7) H = 一 2 
Utt = Q1 hi AD Lu d went "al Uza 
eth (Aa E Jj (afe) tag) dé 


FRU LL SAS A1 AC (5) 


Wo, 7 = sei 
Me h = h(u) 满足 


hh" — (2 + a)(h’)? — azh' = c; 


PICO + bebe 
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(5-137) 
(5-138) 


(5-139) 


(5-140) 


(5-141) 


(5-142) 


(5-143) 


(5-144) 
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(8) Q = —2, 


2 m u 一 / 
aih?erp [—a3 f O) 1dé | uss O SA WS 的 


uz 
Ante tolam E d wer" | (5-145) 
h' ww | 
td = f= i ha) (5-146) 
(9) Q = —2, 
aih? urs 2 
Utt = už exp [/^ AMET T B(u)u; T C(u), (5-147) 


HP h = h(u), Blu), Afu), C(u) 满足 常 微分 方程 
B" = d [(—3(A')? — 3h"h — 2b h' + AR? B') B 
+4hh' B? — KN + 2b) B' + h" (2b; + 3h") — hh" , 


C" = js | ou: — 2B) — ah” h? exp (- T au) 十 ai h' 


—C(u)h"? +h ac + io exp (- f ] ao A h" 


—h?|C' A + 2C B] — aih3h’’ exp (- 三 ao } 


h' + bı h/ - 
a=2|B- 4], g= f= |/ Leif 
(10) a EN) 

utt — C(u) 十 ah *u2 exp |- T aal E 


1 —ah' 十 2bi 2 
KR Gay KR T 


dré (5-148) 
其 中 h(w), A(u), C(u) 满足 下 列 常 微分 方程 
- NO + A)hh + h ((1 + oa)3h’ — 2b + vu bm 
十 [3(2a +3)(1 + a) (h)? — (3a + 1)An(? n" N — 2b: (2a + 3) (h^)? 


hA" EN " hh®| + h [8(1 A elt — 25,] A"? = 0, 
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a Iw KA , (GF a)" YA , 
c" = |-4 n2 Lë ER C 十 Gef Kg 


h” bi h! u 


其 中 a,c1,a1,a2, bi (i = 1,2,3) 是 任意 常数 ,4(uz), AUS). Blut), B (22) ,C (4) 是 
所 示 变 量 的 任意 函数 

情形 3. Bu, Bu, £0. 

在 这 种 情况 下 ,(5-278) 在 变换 u — v = h(u) 下 是 形式 不 变 的 , 所 以 只 需 寻 求 方 
程 (5-278) 的 和 式 分 离 解 4 = 9(t) + vlz), 即 glu) = 0. 把 glu) = 0 代入 偏 微分 方程 
组 (5-86), 得 到 下 列 确定 函数 Afu, uz) 和 Blu, ux, uc) 的 方程 组 : 


Ia 三 m 一 d ut T AB, we = 0, (5-149) 
As B, 2 
P32 = [Buu 一 S 十 LA, 一 A) ua ut + ABuu: Uz + BB u, = 0, (5-150) 
Au Bu 
L'a3 三 | A E Be ut 十 BBuyu, = 0. (5-151) 
类 似 地 , 有 


定理 5.3.9 [RÆ Afu,uz) #0, Bu. (u, uz, ut) Bu, (U, Uz, ut) z 0, 方程 
Utt = A(u,uz)uz; + Bu, Uz, ut) 


具有 和 式 分 离 解 必 = p(t) + v(z) 当 且 仅 当 它 与 下 列 方程 之 一 等 价 : 
(1) 


ug = A(uz)e?"u,, + B(u,)e?" + bau? + b3ut + bi; (5-152) 
(2) 

ut = A(us)uss + Bluz) + bzu? + bau, + biu; (5-153) 
(3) 

(ai 十 bz)v 2alu — 
人 
(4) 


1 1 u + az 
Utt 二 一 5 |» — Z tan ( di ) (bi SC u2) 


+(A(uz)uzz + B(u,))e"" sec (m ; (5-155) 
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(5) 
utt = A(uz)uzz + uL-2/ AE + bu’; 
(6) 
w= Aachen — |u? -2 f^ agetdl tanu 
+(bıu + b2) tan(u) + bi; 
(7) 
Utt = 4(uz)uzz + | 一 2 EG coth u 
—(biu + b2) coth u + bi; 
(8) 


Utt = A(uz)uzz + E 一 2f Aedes tanhu 
— (biu + b2) tanh u + b1; 


(9) a1 #0, bı > 0, 
Utt = A(uz e" "uz; 十 E 十 Vb1 tanh (Vbiu 十 3] u2 
` [p tanh (Vbru + a) - ai] e f^ Aces 


(10) al #0, 


D " Ze siu Un 
Utt 一 | ailau + c2) 十 Si € (a J A(£)£d£ 十 h ) 


1 2 
T9 la Y s | (ue b2) T A(u4)us4€"'"; 
0, 


C1U + Co 
(11) Q1 z O0, b 
Utt = ÁA(uz)uzí, €"" + E — yb; tan (Van 十 3] u? 
+ Britan ra + a) i] e f acea; 


(12) bs > 0, 


` Ain bann, en [bi f"* A(£)£dE + an] 
SES sinh (bau EE o) sinh (bau T a) 


+ D + Vbs coth ( bzu +a)| (u? +a); 


(5-156) 


(5-157) 


(5-158) 


(5-159) 


(5-160) 


(5-161) 


(5-162) 


(5-163) 
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(13) 
Utt SE Ee 十 KE ENEE AE 
Ciu + C2 SUE 
1 e 2 ; 
*3 区 Le $ g SSC Ge 
(14) ba > 0, 


: A(u; )e*92*u,., 


“eT in(VButa) |3 Vts cot ( bau +a) + zb (uj ta) 


Nas [b f" (£)&d£ + a3] 


5-16 
sin (Vbsu + a) | i199] 


(15) a2 > 0, 
Utt = A(uz)e?*" sinh (Vazu + a) uz; + bzu? + [a1 sinh Loan + a) 
E eeh (ën + aje" / ^ A(EdE + bi; (5-166) 
(16) 


Utt = A(uz)e?!" (c1 + cou)uzz + azu? 


—e'* (ei 十 c2u) (= 一 d f i A(EJEdE -æ d 


en looh, — ax(bi(ei + c2u) — c2b3)) | 


a? b»; (5-167) 


(17) a2 > 0, 


Utt = A(u; e?!" sin (Va2u + 0) uzrz + bou? + [a1 sin (/agu + a) 


— yaz cos (agu + a)]e?'* 8 A(£)£d€ + bi, (5-168) 


其 中 a, ai bj, c; (i = 1,2,j = 1,2,3) 是 任意 常数 ,A(uz), Blus) 是 wz 的 任意 函数 . 

注 5.3.5 ”文献 [207] 中 的 定理 3(1)~(5) 分 别 是 定理 5.3.9 的 (5-153), (5-156)~ 
(5-159) 的 特殊 情形 . 

2. 具有 FSS 的 一 般 非 线性 波动 方程 的 严格 解 

在 这 小 节 里 将 建立 上 小 节 中 的 定理 5.3.7、 定 理 5.3.8 和 定理 5.3.9 中 方程 的 严 
格 解 FSSs, 其 中 ai, bi ci, kili € Z), aœ, A, p 如 无 特别 指明 均 为 任意 常数 . 
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B 5.3.11 方程 (5-104) 具有 分 离 解 (5-105), 其 中 o(t) 和 v(z) 满足 
(1) bi > 0, 


dl) = cı cosh( bf) + c sinh( but) 一 2. 


A(W (z)) V" Le) + B(/ (z)) + béis + bz A 


(ii) bı < 0, 
dires e om - RO dl mde: >, 
A(/' (z))v" (x) + B(Y'(1)) + bv(z) + b = X; 
(iii) b, = 0, 


dit) 一 AP 十 cit 十 c5, 
Pe) = d p(z)dz + c2, 


p(z) A(n) 8 
/ 二 


例 5.3.12 方程 (5-106) 具有 分 离 解 (5-107), 其 中 e(t) Rui 满足 


é(t) 


Q 
v a(2b1a£ 十 2Xeas + cja) 


a At (z))v" (z) + B(V/(z)) = Aae WA, 


例 5.3.13 Jj f& (5-108) 具有 乘积 型 分 离 解 (5-109), 其 中 $(t) 和 yle) 满足 


e(t) 1 
-天 一 一 一 一 
oe ZE + baé 一 Plz 十 入 


(Y (z))? + v" (x)] AQ (x)) + B(v/ (x)) + b3v(z) +b: = A. 
如 果 A(*2) = 1, B(*2) = 0, 则 方程 (5-108) 化 为 


dé 一 +t 十 c2， 


d£ = +t + c2, 


Utt = Uzrz + u(bz Inu 十 bi), 
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具有 分 离 解 (5-109), 其 中 $(t) 和 w(x) 满足 


e(t) 1 
/ 一 一 一 
oe ZE + baé -- A — 302 

1 


p(z) 
f 一 一 一 dn = 7T + c4. 
c3e™?n — bon + (A — bı) + 292 


d£ 一 +t + c2, 


此 解 在 文献 [207] 的 例 2 中 未 给 出 . 
例 5.3.14 方程 (5-110) 具有 分 离 解 (5-111), 其 中 olt) 和 v(z) 满足 


d: 1 
" ^. a T0677 6 +b 
2-ra 


(( (£)? + V" (z)] AQ" Le) + B(V' (z)) + b» Ae?" ?; 


(ii) a = —2, 


dé 一 +t + c2, 


dé = tt + c2, 


e(t) 1 
[QU (2)? + V" (x) AQ Lei) + Bisi (z)) + bo = Ae?" (. 


例 5.3.15 方程 (5-112) 2 A(uze") = 1 时 具有 FSS(5-113), 其 中 9(t), v(z) 
满足 


dé = +t + kı, 


e(t) 1 
ji V 2b, £3 + A£? + pE +p 


EA 1 
f dn 一 + 区 
v 一 20173 + Ar? — un + b2 + p 
例 5.3.16 方程 (5-114) Ale) = 1 时 具有 FSS(5-115), 其 中 air, Va) 
满足 


e(t) 1 
/ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 dt 二 t + Eu, 
Ae?6 + ue-?5 + 2b2€ + p 


iz) 1 
d TEE E ke. 


v —ue?n — Ae-?n — 2b5n + 2b + p 
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例 5.3.17 方程 (5-118) 当 4 (ang) = 1 时 具有 FSS(5-119), 其 中 ar, v(z) 
满足 

é(t) 

dé = +t + kı, 


1 
vue + Ae-?5 — 2b2£ + p 


v(z) 
n = +z + k2. 


BEE SE 
v/ Ae?n + pe~? + 2b9n — 2b + p 
例 5.3.18 方程 (5-120) 当 A (—2—) = 1 时 具有 FSS(5-121), 其 中 9(t), v(z) 
满足 
e(t). 1 
——— dé — ct H ki, 


v Asin(2£) — u cos(2£) + 2b96 + p 


v(z) 
dé = +g + kə. 


1 

V/ A sin(2£) + u cos(2£) — 2b5€ + p — 2b, 
£4 5.3.19 对 于 方程 (5-122) 和 (5-123), 很 难 求 出 

2(h)? — hh" -- ch - c2 — 0 (5-169) 


的 所 有 解 . 考察 以 下 三 种 特殊 情形 : 

(1) cl = C3 = OQ. 

方程 (5-169) 的 一 特 解 为 lu) = L, 将 其 代入 其 他 关系 式 并 求解 Blu), 得 到 方 
程 (5-122) 的 一 种 特殊 形式 


它 具 有 下 列 FSS: 
对 于 bo 0, 


2058 In ( - ba 人 az ka) 


u = tx 1264/ — bot 十 441K1 + b 


3 
2058 In | — zbo(koz + k3) 
u = Eo —126 V 一 7bot + 441ki + 
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对 于 加 = 0, 


u = ty kit + ko 十 2ki? In(kax 十 k4). 


(ii) C1 zi 0, C2 一 0. 
在 此 情形 , 方程 (5-169) 化 为 


2(h)? — hh" + ch! = 0, 
有 解 


h(u) = 一 ZS, n (Eae). 


将 其 代入 hlu) 和 Blu) 的 关系 式 并 求解 Blu), 可 得 下 列 解 


B(u)— 


ES h(u)(2kih(u)? — ci)[60c2k? /2h(u)? 
—13c]ki V2 + 120a2 V cik;]. 
此 时 原 方程 (5-122) 化 为 


EE ah Aal? — e) 


x [60c2k2 /2(h(u))? — 13c3k, V2 + 120a2 Vaikil, 


VI e9t)*9(z) 
TL zk ctanh SS — ka, 
其 中 olt) 和 w(x) 满足 
e(t) = -52+ 5 In E (he + bo JJ 


具有 FSS 


f 1 (120ao V/ciki V2 + 34ciki + /b1)6 + vue 
P |^ 120 E 
一 bac T b4 


或 


dt) = jn c — 21n E — byexp (Cx) 一 V At, 


30 


: 167 - 


. 168 . 第 五 章 ” 泛 函 分 离 变 量 法 


VG) 1 [AV2 + 120a2Vcikı V2 + 34e)? ki] € — 60b; boe $ 
f xp “aa A e dé 


ci?ki 
—baz + b4. 


(iii) cq = 0, c2 #0. 
在 此 情形 , 方程 (5-169) 化 为 


2(h')? — hh" + ca = 0, 


HSH Jacobi 椭圆 函数 


sn (VE (u — ko) D 
EE 
其 中 i 为 虚数 单位 . 原则 上 , 类 似 于 情形 (i), 可 得 方程 85 FSS. 

例 5.3.20 “类似 于 例 5.3.19, 对 方程 (5-124) 和 (5-125), 考察 (5-169) 的 三 种 特 
殊 情 形 : 

(i) cl = ca — 0. 

方程 (5-169) 的 一 特 解 为 glu) = 1, 将 其 代入 其 他 关系 式 并 求解 Blu), 得 到 方 
程 (5-124) 的 下 列 特殊 形式 


u,, = As) se | (u7? + bi)uzA(uus) | by | 20(uuz) 
u? u us us 


u 一 Ei fit fo 2 | pla)dz + ka 


其 中 p(x) BH FAME 


h(u) 一 


具有 FSS 


p(z) A 1 1 
/ k? + BE A(£) 十 4b + 8C(£) ai d: 


(ii) cl 0, en es UO. 
对 于 此 情形 , 方程 (5-169) 化 为 


Ah’)? — hh" A ch! — 0, 


其 一 解 为 


h(u) = AANE a tanh (v Ciki (u + 3! 
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将 其 代入 h(u) 和 Blu) 的 关系 式 并 求解 Blu), 我 们 得 到 B(u) 的 下 述 表 示 
V2k1as[2(h(u))?k E cilh(u) 


Fuer vakoa 
此 时 原 方程 (5-124) 化 为 
和 (Co (us (by — h(u))h" (u)u2 , ( uz 
"mn" Ate" (x5) teat uy ` (s) 
V2kia» [2(h(u))?ki — cy]h(u) " Us 
VC1ik1ic1 WEE (zs ) 
具有 FSS 
u = sl Es Zeen ( rr VAS )- k2, 
其 中 g(t) 和 vir) 满足 
e(t) = -> In(2) + In E (225 十 vull 
D (eve (z) + DOEN AI + Aber (9 £) 
—/h. 一 4V2V/ cia) ev 十 V212 — 0 
或 


Ht) = -21n H B. b) Xt, 


1 
|- Ala (ei (2) + bi(w (ODA (* sed ) - Ak clc (9) 2) 
AA? 十 4v2a» v ak e» 十 2b1b2 = 0. 


(iii) CU = 0, C2 Æ 0. 
在 此 情形 , 方程 (5-169) 化 为 


2(h)? — hh" + c9 = 0, 
其 解 为 Jacobi 椭圆 函数 
casn ( Ê V (u — ka) D 


1 


h(u) — 


其 中 i 为 虚数 单位 . 如 同情 形 Gi), 可 求 得 方程 (5-124) 的 FSS. 
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例 5.3.21 方程 (5-131) 具有 分 离 解 (5-132), 其 中 (t) 和 W(z) 满足 
$"(t) — B($'(t)) — (t) = À, 


v(z) 1| 3 
| SEI £-—-r4c, 
p(&) 1 
f A(n)ndn = vob TAE. 
例 5.3.22 HÆ (5-133) 具有 分 离 解 (5-134), 其 中 9(t) 和 v(z) 满足 
G" (t) — B(4 (t) = e:*9, 


v(z) 1 " 
/ 一 的 


p(£) e «6 
A(n)ndm = —hé 一 S T. 
例 5.3.23 Jr f (5-135) 具有 分 离 解 (5-136), 其 中 o(t) 和 yle) 满足 


dé = E 十 eu, 


J "S ai(bi — ai) 
V2 


V( 好 一 a2)al( 一 Apelai+b)5 十 Xelo -al 十 2bzal) 


vr) | d 
J mg ree 


p(£) 
E (bi — a1) f A(n)ndn — wl Sa TA 
Aezai (taz) m 8 
al — bı A EE S 
9j 5.3.24 方程 (5-137) 具有 变量 分 离 解 (5-138), 其 中 A 和 (c) 满足 
$(t) ob — aî) TS 
al(b — oi Ae "änt + peis lebt + 205a) 


p(z) 1| 
f —— d£ = g + c4, 


p(é) 
其 中 pE) 由 下 式 


+ : +e 
V2 e 


D(E) 
4(ai 一 oi A(n)ndn — bat e102+(a1+b1)é 


和 Ae2al(S+az) 


M 
bı — a aı + bi 


el cae 1 tti Uz 一 Q 


隐 式 确定 . 
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例 5.3.25 方程 (5-139) 具有 变量 分 离 解 (5-140), 其 中 9(t) 和 W(z) 满足 
9" (t) — Bé) + (2 (t)? — bi = Ae**9, 


[Y (z) + (Y (z))?] AW (z)) + ba = Ae" 9*2, 


例 5.3.26 方程 (5-141) 具有 变量 分 离 解 (5-142), 其 中 (t) 和 v(z) 满足 
e(t) LL LL am(CabtM) 十 b2) 


V ai(— V/ai(—a + b2)( wels Zb Zug + Ae a+b) — 4531) 十 b2)(— pe (21 tb1)£— -2a1a3 + Ae(—a1+b1)€ 一 PT 


SS PEA 十 Cl， 


V3 
4(a1? 一 加 7)[(% (z) + (Wz))?) A(U' (2) + ba]e (1*9): 
Me2aiy(z) — y, ` 
例 5.3.27 方程 (5-152) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 e(t) 和 %(z) 满足 
p" (t) — b»(9'(t))? — béit — by = Ae), 


At (z))v" (z) + B(y'(z)) = Ae" 9". 
例 5.3.28 方程 (5-153) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 olt) 和 yle) 满足 
p" (t) — ba(9(t))? — bap’(t) — bo(t) = 


Al (z))U" (z) + B('(z)) + bv(z) = à 
例 5.3.29 AF (5-154) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 (t) 和 v(z) 满足 


e(t) WA t 
ax (uelis — Xj — TUE + ki, 
Ae säll At tel) + Biel) — 2a1e(* **)9 (9) y^ (3) = 0. 
例 5.3.30 方程 (5-155) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 olt) 和 %(z) 满足 
f -mmm = td, 


—ebaz [cos (5 +e) + usin ex] + bı 
Q1 al 


2a, [A(V'(z))v" (z) + B(V/ (z))]e»*? 


十 入 Sin Ka + pcos Ka = 0. 
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例 5.3.31 方程 (5-156) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 $(t) 和 yle) 满足 


é(t) 
dé = ic kı, 


1 
V 2b2£? + AE? + u£ +p 
GEN 3 " 
2 J A(EJEdE = —2bo(U(z))* + Miel 
一 pp(Z) + bi +p. 


例 5.3.32 方程 (5-157) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 9(t) 和 v(z) 满足 


olt) 


一 一 一 一 一 df = Ht 十 hl， 
Asin(2£) + jcos(2€) tbat + p 


' (m) 
2f 0 0 NE 


例 5.3.33 方程 (5-158) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 $(t) I yle) 满足 


é(t) 
dé — Æt 十 ki, 


1 
y ue? — Ae-?5 + bi + b2 — p 


vi (zr) 
2 , A(£)&d£ = —Ae?*G) + ug 29 (9) — piy(z) — 


例 5.3.34 方程 (5-159) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 (t) 和 v(z) 满足 
oo 二 土 t 十 上 
一 /pe 和 — Ae ZE + bié +b2 +p peer 


V (z) 
2 f A(E)EdE = Xe2ytz) + e 729) — biy(z) + p. 


例 5.3.35 方程 (5-160) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 8(t) 和 yle) 满足 
三 —— evhitta 


feaié (Ag b Ee +p) 


x2 ges? pom 


[A 十 He4VBayV(z)+2ajef 一 Q1 一 2VBi)u(zr) 一 2a 


v'(x) 
/ A(£)edt = Wa 
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例 5.3.36 方程 (5-161) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 (t) 和 vx) 满足 
(i) C1 * 0, 


和 
v/-ai[(2A(c1& + c2) — ulenf + 2a1b2c}] V2alcl 


dei Zen Aple) Au b 
d A(£)£d£ = Tarent) pex 
(ii) C] = 0, 
p(t) 1 
d E ORITUR 
V (24€ + ki)e®® — bo 


v(r) 1| 
d —— ds = z + k4, 
p(s) 


p(s) As—ks b 
f 有 


gu Ql 


例 5.3.37 方程 (5-162) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 ai = 6 A y(r) = v 
满足 


d sec? (y bié) d 
qq 一 一 € 
24 /b, sec? ae: sec? (/b3&) [usec? a — A(tan a + tan(/bi£))?] 
E 2 | 

p o + ki, 


v 1 " 
——dy = z + ks, 
J pm i 


p(n) 
[evi ntn / ~ A(E)édé d (ect vi hai)? 


--2u[1 ~ tan(o) tant ball + (4 — u)(sec(o))? = 0. 


£j 5.3.38 方程 (5-163) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), Hm o A v WE 
(i) bi 7z 0, Vbs + b2 #0, 


d = XJEG d ES sec? (Eivi + b2)(kı + 2] — 2a) ; 


rd 第 五 章 


v 1 d 
—— dr = z + k3, 
J pm) x 


p(n) Ae nC vba bz) 1 a 
/ ZE A(bi + Vba +b2) 4 ii bi 


(ii) bi E 0, b2 A — vb3, 


iis H In E En 十 2d 


ylz) | 
f ——dm = z + ks, 


p(n) 
i biz —2b2, 
p(n) Ae? 252 1 í as 
2 we e — sl CHE Ze 
[ ^99 = a ihe 
AT bı — — 2b», 


p(n) 
d A(£)&d£ = BE -- bie" Zong 十 Ls 
4 2b. 


(iii) by = 0, Vbs = ba, 
ER: V —2b2( ue% + 2a1b5)t 


2b» T ki, 


p(z) = IE + k3, 


P=) a 1 
/ EE 47 tF 


(iv) bi Ka 0, d É 一 Vbs， 


p? 
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T E d k 
— 一 如 十 
pm j 


p(n) Ae (vb3 +b2)n 1 
J A(E)EdE = CE ETS + an — 1" 
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例 5.3.39 7r f& (5-164) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 olt) 和 v(z) 满足 
(i) C1 A 0, 


d md*3qÀ. 
C1 


[f 1 
VC - a£ - auct - aid 


i 1 Pu i 
=g + 
"ON S 


Zb 0, 


p(n) 1 Ae — Me—b27 1 
f A(E)EdE = 3 am bs 
(ii) C] = 0, 
$(t) 
Am dE Ht H ko, 
J V ca[( 4£ 十 kic2)eb2t 一 
wr) 1 F r 
] amne 
T bi * 0, 
p(n 入 ka Q1 
f^ JEE = opi — been debn b 
zi bi SEH 0, 
p(n) 入 1 
J A(E)EdE = -Zem 一 oun 一 j Fs 


85.3.40 方程 (5-165) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 oi 和 viel 满足 
e(t) 


v/ [71 cos( v/bs&) + LES vV/[-n cos Vbs£) + Asin(VS]]eme — a1 vbs 


f 1 Ea : 
一 了 十 
pm) " d 


t 
dé = tm N 


. 176 - PAE ZANATA 


Zi bı #0, 


p(n) a2 1, A e 一 bz27 
d AK = -7 ~ 3he Zoe gl (AVba + 


(ba — b1)u) cos(Vban + a) + ((ba — 1) — uiv/bs] sin(v/bsm + o). 
若 bi 一 0, 


(n) 
f : A(E)EdE = —a»n + je 一 RE [Avs + ub2) 
x cos( 4/537) + a) + (Abo 一 LVba) sin( yban 十 o) e hn, 
例 5.3.41 方程 (5-166) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 dt) die) 满足 


9" (t) — b(9 ())? — b = Ge "Del" EE 


v (x) 2a-42,/azwv(z) — Ao -2a—(ai- /a2)v(z) 
pe € 

MEC T 
2 


例 5.3.42 方程 (5-167) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), H Am) 和 v(z) 满足 
(i) C2 天 0， 


ail" (t) — ax(9 lf — b2] étt + p)e™ t, 


vr) 1 1 r 
— dr = T + k3, 
J pm)” ` 


aló" (t) — asié (t))? — bo) = He ， 


v(z) 1 a 
—— dn = z + k4, 
/ pm ü 


p(n) —k b b 
/ AGE s LIS 
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例 5.3.43 方程 (5-168) 具有 和 式 分 离 解 (5-105), 其 中 e(t) 和 yle) 满足 
p(t) — b»(9'(t))? — [Asin(/azó(t)) + u cos(/azó(t))]e^: (? — b, = 0, 


Wz) 1 " 
—— dn = z + k3, 
/ pm í 


(n) ; i 
f "T A(£)&d£ = 入 Sin(Va27 十 SC -E EET ta) 
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在 泛 函 分 离 变 量 法 的 基础 上 , 可 以 通过 减弱 一 般 对 称 约束 条 件 以 便 包 含 更 多 
的 解 , 由 此 可 以 将 泛 函 分 离 变量 解 (FSS) 的 概念 提升 到 导数 相关 汉 函 分 离 变 量 解 
(DDFSS) 


f(u, uz) = a(x) + b(t). (5-170) 


显然 , 当 fu, (u, uz) = 0 Rif, (5-170) BWA (5-17). 
考察 一 般 m 阶 1+1 维 演化 方程 


ue = E(t, zx,u,ui,uo,-*- , um), (5-171) 
其 中 ur = 92,1 < k « m, E Josie ROS CHEER 


d 
V 2n(t,x,u,ui,us,:-- uj). (5-172) 


ERRE, 是 其 特征 . 
定义 5.4.1 发展 向 量 场 (5-172) 是 方程 (5-171) 的 一 般 对 称 当 且 仅 当 


VO? (u, — Eil — 0, 


其 中 工 是 方程 (5-171) 的 解 集 , 向 量 场 VO? 是 向 量 场 Y 的 m 阶 延长 结构 . 
定义 5.4.2 ”发 展 向 量 场 (5-172) 是 方程 (5-171) 的 一 般 条 件 对 称 当 且 仅 当 


VO? (u, — E)|rnw = 0, (5-173) 


由 (5-173) 可 见 , 方程 (5-171) 具有 GCS(5-172) 当日 仅 当 


Din = 0, (5-174) 
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其 中 Dt 表示 关于 t 的 全 导数 . 而 且 , 如 果 n DEE t, 那么 
n Elon = 0, 
其 中 


"E 
0 (u)E = lim 4-n(u 4 £E) 


表示 7 沿 方向 E 的 Fréchet 导数 . 
在 前 文中 证 明了 下 述 定理 : 
定理 5.4.1 方程 (5-171) 具有 和 式 分 离 解 


u = a(x) + b(t), 
当 且 仅 当 它 具 有 GCS 
y- A (5-175) 


定理 5.4.2 ”方程 (5-171) 具有 导数 相关 泛 函 分 离 解 (5-170) 当 且 仅 当 它 具 有 
GCS 


1 
V= f an t fuu, uzt)uz T (fuu, ut + IO 


9 
t fu; Uzrzt + fuuzt| Ca (5-176) 


WEB] iE v f(u,u;)- alx) + b(t), 将 定理 5.4.1 "P u 的 位 置 用 = f(u, uz) 
替换 , 再 化 简 式 (5-175), 可 得 


v = f(u,uz) = a(x) + b(t) 
M BUS 


0 1 
V = vta = [227 T Juu. Ust )Uz 十 (fuu, ut 十 fusus Uzt)Uzz 
Ov fu 


+fu, Uzrzt 十 fuuat| x (5-177) 
下 一 节 里 将 利用 定理 5.4.2 分 别 讨论 一 般 非 线性 扩散 方程 、_KdV 型 方程 以 及 一 
般 非 线性 波动 方程 的 DDFSS 归 类 和 解 . 
5.5 “导数 相关 谤 函 分 离 变 量 解 


上 节 简 单 笼 统 地 介绍 了 导数 相关 泛 函 分 离 变量 法 .这 一 节 主 要 讨论 一 般 非 线 
性 扩散 方程 、KdV 型 方程 和 一 般 非 线性 波动 方程 的 DDFSS 归 类 和 解 . 通过 这 几 个 
具体 例子 可 以 具体 理解 和 掌握 导数 相关 证 函 分 离 变量 法 . 
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5.51 一 般 非 线性 扩散 方程 的 DDFSS 归 类 和 求解 
本 小 节 研 究 一 般 非 线 性 扩散 方程 
ut = A(u, uz)uzz + B(u, uz) (5-178) 
的 分 离 变量 问题 . 首先 做 出 一 般 非 线性 扩散 方程 的 DDFSS 可 解 的 完全 归 类 ;， 随后 
建立 所 得 归 类 方程 的 DDFSS 严格 解 , 描述 一 些 解 的 局 域 激发 等 性 质 . 
1. 具有 DDFSS 的 一 般 非 线性 扩散 方程 的 归 类 


由 定理 5.4.2 nn, 一 般 非 线性 扩散 方程 (5-178) 具有 DDFSS(5-170) 当 且 仅 当 
它 具 有 GCS(5-177). 


借助 乘积 函数 求 n 阶 微分 运算 的 Leibnitz SEW. 可 得 下 述 引 理 : 
引 理 5.5.1. UE G(r) # 0,F(r) 和 G(r) 是 任意 光滑 函数 , 则 DiF(r) = 0 (i = 
0,1,… , N), 当 且 仅 当 Di EZ 2069 17 N. 
为 了 能 够 包含 公式 (5-170) 中 的 特殊 情形 fu = 0, 基于 引 理 5.5.1 可 以 拿 掉 式 
(5-176) 的 分 母 , 选取 7 和 如 下 形式 
V= [27 十 fuu, fast äis 十 (fuu, tt 十 fuu, Uzt)Uzz 
+fu, Uzzt 十 Larl 2 (5-179) 
方程 (5-178) 的 不 变 条 件 为 
VO (us — Afu, uz)uzz — B(u,u;)) 
= Dm — (Aun + Au, Dzn)uss — Afu, uz) D27 — (Bun + By, Dzn) 
- Du - 0, (5-180) 
345 Dig —0(1—0,1,2,---) 和 vw = A(u, Uz)uzi + Blu, ux) 时 , 其 中 


n= (fuut T fuu, Uzt His E (fuu, tit T fusus Uzt)Uss 
二 fu, Uzzt 十 futiat- (5-181) 


将 (5-178) 代入 (5-181) 给 出 


N= fu. (Auzz + B)zz + (Uzzfusus t Uzfuus  fu)(Auzz + Bis 
+(Uzzfuus + Uzfuu)(Auzz + B) 
= fu, Ausazz + (fu, Anen + fusus Au ise ` + (fu, Au + fuus AF bn da, 
TL Busun + fusus Bus + (fuu, Au, + fusus Au +2fus Aun, )uz)u2, 
+((fuus Bu, + 2fus Buus + Je An + fuu A + fusus Bu)us 
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十 (fu Áuu + fuu, Aujus” + (3fu, Au, + fusus A)Uzzz + fu, Bu 
+fuBu, + fuus B)usz + (fu A + fu, Bu, + (fuus A + 2fu, An iis iz 
t (fuu, Bu 十 fa, Buu)u2 十 (fuu B T fuBu)ts 20. (5-182) 


为 了 从 (5-180) 确定 所 有 可 能 的 f, A 和 B, 直接 代入 可 得 


Dn= È [fus tenue + (Sus Aua Jus Ue + (fus Aua fucus Au 
+2fus )Us + fuo An + fuus A+ fuu, + fuo Busun 
+fusus Bu, Uza + ((fuus Bu, + 2fus Buus + fuAu 
+fuuA + fusus Bu)us + (fus Auu + fuus Au) ua” 
+(3fus Au, + fusus A)uzes + fua Bu + fuBus + fuu, B)usz 
+(fuA + fus Bus + (fuus A + 2fu, Au)uz)tzzz 
(fuu, Bu + fus Balu + (fuuB + fuBu)us|. (5-183) 


利用 (5-178) $8 n-0 的 可 积 性 条 件 ， 可 以 把 高 阶 偏 导 数 Urrrrrr: Urzrrr): Urrrr 
用 U, Ur, rr, Urrr Am, 再 把 这 些 表 达 式 代入 (5-183), 便 有 


Din = (hiuzz + ha)u2,, + (hau3, + hau2, 十 hsuzz + he)uzzz 
+hruss + heuss + hou, + hiouz, + hiiuzz + hia = 0 (5-184) 


hm hilu us) m0, $21,2,---,12, (5-185) 


其 中 表达 式 hi 是 复杂 函数 , 列 于 附录 A. 方程 (5-178) 具有 DDFSS(5-170) 4 HA 
当 (5-184) 成 立 , 即 偏 微分 方程 组 (5-185) 成 立 . 从 方程 组 (5-185) 出 发 可 得 ALB, f 
之 间 有 如 下 关系 


(3 十 5V1 十 Daat In A — y1 4 go(u) In |- g2 — 2go(u) A? (u) 
+24 3Au, gi (u)(1 + go(u)) + 2V3go(u)A? y gı (u) Au, 


-3Au. g (u)(2 + go(u))| — 21n | Au, V3 V/g D) + golu) 


VA ua gi (u)(1 + go(u)) + 29o(u) 49) = 0, (5-186) 


2 
fu fou) zep (— | ou), (5-187) 


B= fA | pgg (7 Acus fate 4? 21a, fudi? 
—2( fus) AnA + DU D  AuAu, tis + fua Aa As, 
—2( fus) Auz Aus, + 3fu, fuu, Auz Au, + 2fu, fus, A? 
+2uzfuusus fus A? )duz + bo(u)dus + bafu), 


其 中 folu), golu), g1(u), galu), bolu) 和 bifu) 是 的 任意 函数 . 

对 于 任意 函数 glu), g1(u), go(u), 似乎 不 可 能 从 超越 方程 (5-186) 求 出 一 般 解 
A(u, uz). SCH (5-186) 求 出 显 式 严格 解 Alu, uz), 可 能 的 结果 是 

(i) 因子 4.。 只 出 现在 其 中 两 个 对 数 函 数 之 一 ， 

(ii) (5-186) 中 的 两 个 对 数 函 数 的 系数 之 比 为 整数 . 

经 过 元 长 繁复 的 计算 分 析 , 最 终 得 到 以 下 归 类 结果 : 

定理 5.5.1 i fü. (u, uz) #0, DS 


ue = A(u, ue Miss + Blu, uz) 


具有 非 平 凡 的 (5-170) 形式 的 DDFSS, 当 且 仅 当 在 对 的 平移 和 标 度 变换 下 局 部 等 
价 于 下 列 方程 之 一 : 


(1) 
ut = explc39 + uuz] [us 十 feud 十 caus + da + cep !, (5-188) 
f (U, uz) = uus + c3¢ + c4; (5-189) 

(2) 
Ut = Uzz 十 C1Uz + ead + (c4 十 cso)o', (5-190) 
f (u, uz) = duuz 十 cas 由 十 c2i (5-191) 

(3) 
ut = (ciu c2) (uz) u,4 一 eh (Sur)?! + cau + cs, (5-192) 
f (u, uz) = ln (us); (5-193) 

(4) 
Ut = (—Uz) luze + co(—us)? + eau + c4, (5-194) 


To, pelz ln (~uz); (5-195) 


WEE 第 五 章 ” 泛 函 分 离 变 量 法 


(5) 
Ut = UzUzz + C3uz + cau? + c2u + cl) (5-196) 
f (u, uz) = In(-u;); (5-197) 
(6) 
1 
— s — — 9c1u2 
ut Su To ETTR 区 十 C2)Uzrz CH 
十 (Cac 一 2 )u 十 2c301C9 一 ca) Us 
C2 
十 2clcs(c4 — c3c1c2)u + coc3(c4 一 caclco2) 
十 cacl (ea 十 el d , (5-198) 
2 
f(u, uz) = In [es(ciu + c2) — us]; (5-199) 
(7) 
ut — (cu + c3 — Ur) Tas — (cau + c2)us + cicau? 
+(c1c2 — c1? + caca)u + c3(c2 — c1)], (5-200) 
f(u, ur) = In(c1u 十 ca — uz); (5-201) 
(8) 
Ut = (cl — us) uz, 一 caln(cl — uz) + cau + C2, (5-202) 
f(u, uz) = In(ci — uz); (5-203) 
(9) 
ut = [ci (czu + c3) — uz? [us + (cou + caju? 一 (ca 十 2clc3 
十 4clcoc3su + 2clc2u2)Juz + c1 chu’ + 2c2c2c3u? 
十 C1C2(c4 + 3c1c3 — c1C2)u + cic 十 C1C3C4 一 cyc2c3]， (5-204) 
f(u, uz) = In[eci(cou + c3) — uzl; (5-205) 
(10) 
Ut = (C1 — Uz) Uzr + c2, Q@#-—l,a Æ -—2,cı #0, (5-206) 


f(u, us) = Inten — uz); (5-207) 
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(11) 
Ut = Urr T C4, 
f (u, uz) = cz2arcsinh[tan(uz 二 ci)] 十 cs; 
(12) 
E 6c3 dos. 
Ti (Du Ur — €3ó 一 C3C4)? | m Qu Ua T Aaus 
rä, ` 一 cea! |, 
1 
f(u,uz)— uus ap aa p efus — 2c1ca(Ó + CA lu Us 
ur 
二 clc3( 由 十 ca)2 + cac3)]; 
(13) 
E 69? 6g 十 cd a caca 1 > 
"e5 Tus — c30)? MË UE ELE EEN 
Huga o Me ` — Zereshuz + (cz 十 clc3)g2 
(uz — cao)? i 
(14) 
- —3(c4ó 一 c3)? uu 2 
ET E E El 
n 
f(u, us) 一 Aou, — 13 40 pzu? wes 8104 Ur 十 coca d? 
UT 
—2c2€3c46 + 4cl + czc3]; 
(15) 
—69? 8 
ut = LE m 一 ($ 一 ca) u2 + 2e3c4u54 + ca(1 一 2 : 


(us — cQ)? 


feud ziel ar 


| t co; 
(16) 


V6 g v6 C5 
ut 一 "a Juus Uzrz 十 FR T 79 Cuz T 了 2 9 十 C4) , 
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(5-208) 
(5-209) 


(5-210) 


(5-211) 


(5-212) 


(5-213) 


(5-214) 


(5-215) 


(5-216) 


(5-217) 


(5-218) 
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f (u, ur) = c2 ln ES ; (5-219) 

(17) 
Ut = aleng - 2c3)Óuu 一 50502 Ju? F : (5-220) 
f(u, uz) = C] jn (y 3E ; (5-221) 

(18) 


u= oat e (a0- Gn Se) s 
EE cM ged ) uw + (Visu +e) Uzrz 


3c3(2cs — cs)óu gä +2cıcs) |. e 
SSC E ya NEP (5-222) 


f(u,u4) = In(V6duz + 3c2), (5-223) 


其 中 o(u), glu) Æ u WERK a, ci (i = 1,2,…) 是 任意 常数 . 
2. 具有 DDFSS 的 一 般 非 线性 扩散 方程 的 严格 解 


本 小 节 将 经 由 DDFSS 假设 推导 上 小 节 所 得 归 类 方程 的 严格 解 . 这 些 方程 具有 
丰富 的 严格 解 , 由 于 方程 中 包含 任意 函数 和 常数 .对 定理 5.5.1 中 的 所 有 模型 在 此 
只 给 出 经 由 DDFSS 步骤 得 到 的 那 部 分 解 . 

例 5.5.1 ”对 于 方程 (5-188), 经 由 DDFSS 步骤 求 严 格 解 , 首先 将 (5-189) 代入 
DDFSS 假设 (5-170) 初步 确定 解 的 形式 , 然后 将 此 结果 代入 原始 方程 (5-188) 以 确 
定 解 中 的 未 知 函 数 a(z),b(t) 和 某 些 积分 函数 . 最 后 发 现 方程 (5-188) 具有 下 述 隐 式 
分 离 解 

2 " In(coc3) — In (1 e [coca (t + a2)1) mc 
EM la _ exp(cax) (caz — 1 + In(esei(ei — c3))) 
C C3 


| pln (Aexplezes(t + a2)] — 1) a 
SCH 


其 中 cs z 0. 本 小 节 中 .入 ,4,ai,ci (ie Z) 均 是 任意 常数 . 
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34 c3 = 0 时 ,方程 (5-188) 具有 两 个 隐 式 导数 相关 证 函 分 离 解 


ME €1 Cl (1 一 ecl(z+al) 和 ) l o 
"UT E - eina) i | gata) | 277 


2 
_1(2acr ~ 2a00 2004) ` (ae Cento E ca) i 
2 C1 


1.1 eci(z+al) 入 
E aiog (sr B z) = azc 
和 


— j} —C0C1À)e917 ~ eol 
$(u) = E t en da — cz ln[u (t + a3)] + cot + a5, 


其 中 函数 dilog(z) 是 通常 的 二 重 对 数 函 数 , 定义 如 下 : 
dilog(r) = J : 下 qr 
y pes 
例 5.5.2 ”类 似 上 例 做 法 , 方程 (5-190) 有 下 列 隐 式 解 


KO exp( 一 c3Z) |2csca exp(caz) — 2a1c5c3 exp(Cit) 


B 2csc5 Ci 


-H2a2c5 C1 exp(caz + cst) — c3a4c5 C» exp ES 
1 
一 C3Q3C5C3exp Eat ; (5-224) 


其 中 cs 0,3 = 2cs 一 cl + Vc? — 4cs, C9 = 2c3 — C1 — V — 4c5, C1 = cs Tci- ccs. 
当 cs = 0 时 , 方程 有 DDFSS 


aie ^? — cale + p+c (ut — cz +a 9 a4) -p 
cı (c3 — c1) c3cl 


$(u)=— 
+ asexp[—cs (z + (cı — c3)t)]. 
注意 : 4 c = 0,c4 = 0, c5 = 0,ġ(u) = e" 时 ,方程 变 为 势 Burgers 方程 
tip = Uze + Uz”, 
它 经 变换 v = uz 与 Burgers 方程 
Ut = Uer 十 2UVr 


相 联 系 . 
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此 时 , 解 DDFSS(5-224) 化 为 
v = u; = (In((a4 + az + a3)c3* + aı exp(c3t — caz)]), . 


通常 , 如 果 恰 当地 定义 (5-190) 中 p(w) 的 反 函 数 , 那么 解 (5-224) 表示 一 个 多 孤 
子 共 振 解 . 比如 , 取 


din) = tanu, 
则 非 线性 扩散 方程 (5-190) 化 为 
Ut = Uzz 十 cluz + 2U? tan(u) + c4 cos?(u) + 5cs sin(2u), (5-225) 
相应 的 解 (5-224) 变 为 


1 
2a3 exp E (vd 一 4cs + a) | d: 
—— ———————— ———— E —explest 
2ca 一 cl — V ci — des C3 Pt ) 


1 
2a4 exp E (vd 一 4cs 一 a) d 
十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
2c3 一 Cl 十 vci — 4Cs C5 


十 al expl(c$ — €3€1 + c5)t — SEA . (5-226) 


u- arctan 


e 当 a2 = a3 = a4 = 0,a1 £ 0 时 解 (5-226) 表示 行 波 扭 结 解 . 

e 344a; = a = a4 = 0, a3 202€ a1 = az = a3 —0,a4 Æ 0 Ff (5-226) 是 静态 扭 
结 解 . | 

e 74 a, = a3 = a4 = SE 0 WTAE (5-226) 是 瞬 子 解 . 

一 般 说 来 , 解 (5-226) 可 以 是 行 波 扭 结 、 静 态 扭 结 和 瞬 子 激发 形式 的 共振 解 . 

图 5-1 是 单 扭 结 解 (5-226) 的 演化 图 , 其 中 


1 usd. as = 0, a3 = 0, ad = 0, c4 = 4, c5 = 4, Ci, Cg zx a (5-227) 
图 5-2 是 行 波 扭 结 和 静态 扭 结 共振 解 的 演化 图 , 其 中 参数 取 值 
Q1 = l, as = 0, a3 = I, aa = 0, C4 = 4, C5 = 4, Cl = 5, imm ds (5-228) 


图 5-2 中 的 共振 解 表示 扭 结 和 反 扭 结 之 间 的 聚变 相互 作用 , 作用 前 是 一 个 大 的 
行 波 扭 结 和 一 个 小 的 行 波 扭 结 , 作用 后 它们 退化 成 一 个 单 的 较 小 的 静态 扭 结 . 
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图 5-1 条 件 (5-227) 下 单 扎 结 解 (5-226) 演 化 图 ” 图 5-2 条 件 (5-228) 下 解 (5-226) 的 
扭 结 聚 变相 工作 用 图 


例 5.5.3 方程 (5-192) 具有 显 式 分 离 解 


u 一 H [>(caca — COS 一 (一 1)1i+2a2coca)ea2a ce 1 (o Zë ER, e ee | 


Ao SC am os 

x att 1222; — c1 e^o (ta2) 一 1| Wai 
2 (2(—1)?* cz 一 cl) 

x [nC 126. — ca)esette) — 1] et 


y* (o(z tai) 5 | csexp(aaca(t + a2)) | à 
1+a [We + CD1?926)exp(cio (t+ a2)) + 1 


若 cl = 0, c2 = (一 1)",cs = 0,a =n, 上 述 方程 化 为 


2 
一 1 
Ut —u4"7lu,, + m uzt! + cau. 


它 正 是 文献 [64] 中 定理 2 中 的 方程 (A.2), 此 时 
91 — 0, bi = 一 1， b, = 0, B = 一 2， dB 
这 里 得 到 它 的 一 个 新 DDFSS, 由 下 式 显 式 给 出 


_ f [ Ycaexplca(a2n + t (n — 1))] ac In(z ta 
vL e eae asd 14n 


. E (—1)"*^ exp[can (t+ a2)] +1 


1 
| exp(cat 十 a2c4). 
CAT 


例 5.5.4 — Jr F& (5-194) 的 显 式 分 离 解 为 
u=- ( fexplala) + cs(as + tar - PREN) 


ES 
C3Q «i CA 

x E 十 az2exp(cst) 一 =, 
(s 一 和 exp(cs(a — 1)(t za) 2exp(cat) C3 
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其 中 cs z 0,a(z) 满足 
a" (z) + aa? + caa! 一 À eli —ajafa) = 0. 


Æ cs = 0, Wf DDFSS 为 


1 
à a 
2 aage] *oc27 exp (—oag) 
a aic; 3 
u = —e?? ——€ ci + aa dz 
C2 


十 (ca 十 Qiycla2c2)t 十 03. 
例 5.5.5 方程 (5-196) 有 以 下 分 离 解 


u 一 —eb ] ear + s(t), 


其 中 c4 7 0, a(x), b(t),s(t) 满足 


a" + (Goetz) + 2c3)a" + 2a? + cza? + 2c4 = 0, 
2 
b(t) = 1n 73 ar 2r Ct 27 
AC? (u? + AAc4) — aí(e-€* + a2C) 


C = Jd — Aen, 


—cs + b'(t) + ue? 
2c4 f 


Ct, 


s(t) = 


若 ci = 0, 方程 (5-196) 的 解 DDFSS 为 


1 
“= c5 À (Aecs(t+ao) — 1) 


一 (oo + uc; + ga ee tel A 


|- >xaaes (est 4-0 4 tech 


其 中 a(z) 满足 
a" — 2a" + cga' — Ae? = O. 
例 5.5.6 方程 (5-198) 具有 如 下 形式 的 显 式 分 离 解 
EE L ae a tn 


azy CY (44 C2 + 2c1c4) 


—capuexp (—caciz) + 
2Co 


d e137. 


5.5 “导数 相关 泛 函 分 离 变量 解 


若 cl = 0, 方程 (5-198) 的 解 DDFSS 显 式 给 出 如 下 : 
4 一 一 Vc2al(t 十 a3)tan (ic) + cat 


C2 


1 
十 czc3sT + a4 + 9210203. 


Xf c4 = 0,c3 = 0, 方程 (5-198) 化 为 


(cu T c2) Urr 
wu = 一 = LACH, 
uz 


等 价 于 文献 [64] 中 定理 2 中 的 方程 (A.3), 此 处 
gı = 0, B — 0, n 一 0, bi = —C2, bo = ed s go 三 0. 
该 方程 有 如 下 新 解 


2 4a1c1 — cut 一 C 1 
u = Z exp (än is ei -— Qa2exp (3 J 
u 201 €1 2 


例 5.5.7 方程 (5-200) 具有 显 式 分 离 变 量 解 


(uci — clecatt+a2)) f e7i*2(2 dz + arcicae™t + Ac 
i C1C4€ ^ EL 


u 


其 中 cica # 0,a(z) 满足 
a"(z) — c1a'(z) — pe YP) — caca 一 c + cae = 0. 


若 cl = 0,c4 = 0, 其 解 DDFSS 为 


eca(t+al) 一 入 Lu 
u e I RA Jorge 十 caz 十 a5c**! 一 E 
CA CA 


其 中 a(x) 满足 


a(x) 1 
i — ds — zr H a4. 
V —2Ae5 + 2c4c3s 十 a3 ta 


Tio 7 0,c4 = 0, 其 解 DDFSS 为 
u 一 Arr eler f etm-oas + (ut - ag)e?? 一 >, 
1 
其 中 a(z) 满足 


a" — cia! + Ae? + cc — c1 — 0. 


C3 


C1 


, 
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若 cl ca = 0, 方程 (5-200) 的 导数 相关 泛 函 分 离 解 为 


E 2cobs(bit + to) 
和 bi (exp(ba(z 十 ba)) 十 1) 


其 中 bo, b2, b3, b4, to 均 为 任意 常数 . 
例 5.5.8 对 于 c4 7€ 0, 方程 (5-202) 的 导数 相关 泛 函 分 离 解 为 


u= d [uero "S A) EL — ca In A — exp(ca(t + 2d 
ca 入 CA 


Cat T C2 
十 clZ + age*** 十 129 


C4 


其 中 a(z) 满足 
a” 二 csa + Ae* — c1c4 = O. 
若 cs = 0, 方程 (5-202) 的 解 DDFSS 为 


u — —A (t + a3) fear — ca (t + a3) In[A (t + a2)] 
t (u + c3 o c2)t + ez + c3a2 + a, 


其 中 alx) 满足 
a” + c3a' — Ae? = Q. 
例 5.5.9 
其 中 a(x) 是 


a" — a? + (c4 -2cico)a' — Ae?* + cic2(ca — oeal = 0 


的 解 , 通过 求解 分 离 变量 公式 (5-170) 与 方程 (5-205), 得 到 方程 (5-204) 的 上 述 严格 
解 . 
当 cz = 0 时 , f£ DDFSS 为 


uz YA (t + a2) ([ ea: 一 D + a1 + cost 十 cat， 
其 中 a(z) 满足 


a" (x) — a'(z)? + c4a' (x) — Xe2atz) = Q. 
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例 5.5.10 方程 (5-206) 具有 下 述 分 离 变 量 特 解 


1 = A 
EH KASI S eatz)d +2) +e t ; 
(marag) (0092) taet ottas 


其 中 a(z) 满足 
el(a+l)é 


a(x) 
Ey 2 ————— ul 
am JI vai — 2ue(a*2)€ $ 


例 5.5.11 方程 (5-208) 是 平凡 的 线性 扩散 方程 , 当然 有 无 穷 多 乘积 型 分 离 变 
Hs SN 它 的 解 DDFSS 等 价 于 平凡 的 和 式 分 离 变量 特 解 


— T — a2 =Q. 


u —a12 + cat. 
例 5.5.12 4 c2 #0 FE, 7r f£ (5-210) 的 解 DDFSS 为 
olu) = —i/cae* | / he 
2 /asas tanh EM emet) ish aca 
2 


1 48. / t 
Kee arctan ( 2/azas tanh (vz 一 ü3 一 3] 
203 2 


—a4€* — C4. 
Bj 5.5.13 Jr f& (5-212) 有 下 列 特 解 


T 2 
/ (ġ(s)) !ds = ei V3ucoz + 3p?t + 3co (a5 + a2 一 c1) + ca + cat. 


在 文献 中 可 见方 程 (5-212) 的 三 种 特殊 情形 : 
(i) Æ cs — 0, ó(u) = co, 方程 (5-212) 为 


Ut = — Disse Za C4, (5-229) 
其 DDFSS 为 
V V/3ucoz + 3u?t + 3(a1C2 十 a2c2 一 clc2) 
u-|-2 LOL C +cat]. 


(ii) Æ cs — 0, ó(u) = u, 方程 (5-212) 可 简化 为 


U Urz 
F (6 + ca)u, (5-230) 


ut 一 一 6 
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其 DDFSS 为 
V V3uocoz + 3y?t + 3(a1c2 + aac» — oc) 
u = exp | 2-2 2————————————————————— H e«t |. 
m 
(iii) 若 C4 = 0, 03 = 0, din) E C 方程 (5-212) 化 为 
e2 Uter WA 
ut = —6 ge 十 6e” ， (5-231) 
Ur 


其 DDFSS 为 


u 
u= ln 一 一 一 一 一 |. 
, d d'äucar + 3y?t + 3(a1c2 十 azc2 ~ clc2) 一 一 
经 变换 2 = w/2, 方程 (5-231) 可 变 为 


Wt — 12(1 -— 2w4.w;,^)e". 
0) 5.5.14 Jr f£ (5-214) 的 隐 式 分 离 变 量 特 解 是 
1 
ó(u)- ——3— p V 3ao?t 二 cz(aoz 一 cl 十 bo) 十 2ao — caczca| 
C4C2 
十 al exp V3ao2t 十 cz(aoz — c1 + bo) — acat l 
0 


例 5.5.15 方程 (5-216) 有 下 列 形式 的 DDFSS 


i 3a2?t 
] ee»? = Pi e m [exp (rien si 
a2 a2 "m 


c1(2a3 + 2a, + a27) + 6a5?t 
—2exp AA 
2t : 
—2i.| 一 exp (seme te rit Li d) DET ) 十 exp (2) 
C1 C] 
ci(3a3 十 3al + a27) 十 9a22t (In 2)c1 
xexp | Minore 
(6caa2cl — 3a22)t + ic1?7 — cı (a3 Fa) + c2) 
C182 


TC42z 十 Q4 十 
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$4 5.5.16 方程 (5-218) 具有 下 述 DDFSS 特 解 


入 2 t LH 3a2 
g(u) 二 一 eX (rom) 十 |-3c2a147*e "es 
u 3c2 


ag (An? el EE Ka 2e- V6ci(z*as) 
ci va 
t V2A In (^ + y A2 — àe- 6a (ras) | 


4 V3Xei(z + a3) + dt eA 
95.5.17 方程 (5-220) 当 c; # 0 时 的 DDFSS 解 由 下 式 隐 式 确定 
bu) = Ge [ashe 2 De z? + a) + 486e «^ c2claac 
—18V6c, cde *? GE 十 dv t+ Cem c$3t 十 5832c13cs| 
Æ cz = 0, 方程 (5-220) 具有 隐 式 严格 解 DDFSS 


V6 1 3/2 ein) V6ai 
497 scie rag) (niv | een) - Te 


其 中 a(z) 满足 


ds = z + a4. 


IR ver? 


L. RAS 3s 
—e 十 iciVcs3 和 Xesl 


例 5.5.18 FÆ (5-222) 的 特 解 DDFSS 如 下 确定 


d p(s)ds = ya leo feaz — 3c27 一 so) 


di E 6cz(2cs — cs eza WAZI) 


十 (V6csa'(z) + 3cac4)e?* (0 *2*(0 十 18clc2c5 十 3V6css'(£) ; 


Dee EL (t)e* f ea(z)dz 


任 给 函数 (wu), 由 上 述 两 个 关系 式 可 定 a(z), b(t), s(t), 于 是 分 离 解 u 随 之 确定 . 
5.5.2 KdV 型 方程 的 DDFSS 归 类 和 求解 
本 小 节 分 别 探讨 一 般 KdV 型 方程 


Ut = A(u, uz)uzz; + Blu, Uz) (5-232) 
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Ut — User d Á(u, its Miss + B(u,u;) 
三 Wzzz + Ausi + B (5-233) 
的 DDFSS 问题 . 


注意 ， 如 果 fu. (u, uz) = 0,DDFSS(5-170) 退化 为 FFS(5-17), 所 以 假定 fu, (u, 
uz) 0. | 


1. 具有 DDFSS 的 一 般 KdV 方程 的 归 类 和 严格 解 
定义 5.5.1 发 展 向 量 场 


V = ntz, u=) Č (5-234) 


叫做 方程 (5-232) 的 一 个 GCS, 如 果 
VG (u, — Afu, uz Miss — Blu, uz)lenw =0 (5-235) 


成 立 , 其 中 工 是 方程 (5-232) 的 解 流 形 ,W 是 方程 (5-232) 的 三 阶 方程 组 , 由 不 变 曲 
HRH n= 0 及 其 对 xz 的 各 阶 全 导数 得 到 ,Y43) 是 无 穷 小 算 子 V 的 三 阶 延 拓 . 
一 个 重要 的 事实 是 : 如 果 方 程 (5-232) 容许 GCS 
V= [(fuuut 十 fuu, Ust jis T (fuu, tit + Fun "EA 
t fu. Uzzt T feed. (5-236) 
则 有 DDFSS(5-170), 其 中 
7] — (fuut 十 fuu, Uzt ët 十 (fiu, t 十 fusus trt)üzz 
+fusUzst + futt. (5-237) 
方程 (5-232) 的 不 变性 条 件 是 
yo (ut — Afu, uz)uzza — B(u,uz)) 
e (Ding * Das — * Dad * véi 
x (ut — Afu, Ur äiss — B(u, uz)) 
= Din 一 (Aun + Au, D,n)uzzz EE Afu, uz) Dèn - (Bun T DR, D) 
= Din = 0, (5-238) 
HF n H (5-237) 定义 . 
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经 过 对 (5-238) 进行 元 长 的 计算 , 并 结合 Din = 0 (i = 0,1,2,…) 和 方程 (5- 
232), 可 得 
Din=hi + houzz 十 jau2 + hau3, + hsud, + heu, 
F(hz + hauzz + hou, + hiou, + hun, + baang, ise 
+(his 十 buaties  hisu2, + híieu2,)u2,. 
+(hi7 + hlsuzz)uzzz + [hi9 + haouss + hz1u2, 十 Baan 
+h23uzs + (h24 十 hasuzz 十 ha26uzz)azzz + bar Seel Haze 


t (hos T h29uzz)u2 oa -— 0. (5-239) 


上 式 可 分 解 成 自 变 量 为 u, ur, 因 变 量 为 f(u, us), Afu, uz), B(u, uz) 的 五 阶 超 定 偏 微 
分 方程 组 


hi 一 hi(u, uz) 一 0, ? 一 1 4 "ws , 29. (5-240) 


由 于 (5-240) 中 hi 的 具体 表达 式 非 常 复杂 , 这 里 一 并 略 去 . 

如 果 (5-239) 成 立 或 者 偏 微分 方程 组 (5-240) 成 立 , 那么 方程 (5-232) 具有 
DDFSS. 求解 方程 组 (5-240) 时 , 首先 从 {hx = 0) 中 的 某 些 方程 , 壁 如 k= 1 … ,12， 
求 出 包含 任意 函数 的 f(u, ur), Alu, uz), B(u, uz) 的 一 般 表 达 式 , 然后 将 这 些 表达 式 
代入 (5-240) 的 其 余 方 程 以 确定 这 些 任意 函数 . 略 去 中 间 过 程 , 在 此 直接 给 出 归 类 
ZR: 

定理 5.5.2 假设 fu (U, uz) x 0, 那么 具有 非 平凡 DDFSS(5-170) 的 任 一 方程 


ut = A(u, uz Uzrzz + B(u, uz) 


在 平移 和 标 度 变换 的 意义 下 , 必 与 下 列 方程 之 一 等 价 : 


(1) 
ur = bunn ch bou; 十 bau T b4, (5-241) 
lIn(wz + cau + c4) 
f(u, uz) = KSE 十 ca, (5-242) 
1 
bacs 一 Dach = 0; 
(2) 


b 
ut = Diät 十 e T bzu SP b4, (5-243) 
C1? 


ER 
S DPA EE 
第 五 
44) 
(5-2 
77 十 ey; 
E A nir" (5-245) 
E E A + b3, 
+ c3) 十 ba 
+ bicz? (cou R 
| biuzzz PES 
| g Uz 十 | 
E (u cO E 
r 
ji | LÁ LL (5-247) 
l l +1 
| (uz 十 c3)? TN 
z 
* : bo --1 
+ c3)” uasa 
U b # —1,b2 #0, 
2 
+ c3) ios 
In(u; 
WW (5-249) 
f(u, z 
T bs, 
? + bau? + ba . 
+ bot, 
(5) = biUstissy " 
` In(u;) | 
ii i (5-251) 
f(u, 
b4, 
u+ 
l ' 5-252) 
In(uz 十 
` biuzzz FE? 
ut = Ug + C2 " 3 
( u ) Ss EF cd 
f(u,uz 
cot 十 c3 E 
)) ea (eius k 8 , 
` -25 
(cl bou; , ， : 
(7) bi (us E ha , d 
Te S ji | 
ut c2u+ ci A 
wá | Uz + Cou + C3 
) = Cır 
f(u, uz 


义 集 上 的 任 
Z) 为 其 定义 集 
其 中 bi, ci 
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下 面 给 出 定理 5.5.2 中 所 列 方程 的 (5-170) 形式 的 .DDFSS 严格 解 . 寻求 DDFSS 
严格 解 , 首先 联 立 (5-170) 和 定理 5.5.2 中 任 一 种 情形 的 f(u uz) 表达 式 , 从 中 解 出 
u 的 一 般 表 达 式 ; 然后 将 其 代入 定理 5.5.2 中 对 应 的 方程 以 确定 函数 a (x), b(t) 和 积 
分 函数 s(t). 一 般 地 , 函数 alc), b(t) 和 积分 函数 s(t) 满足 某 些 常 微 分 方程 组 , 所 以 
原 方 程 具 有 丰富 的 解 . 以 下 给 出 定理 5.5.2 中 所 得 模型 的 DDFSS 严格 解 , 如 无 指 
明 ,ci, bi (i € Z) a, 8, y 为 其 定义 集 上 的 任意 常数 . 

例 5.5.19 ”对 线性 方程 (5-241), 其 中 bacs — bira = 0, 考察 两 个 特殊 情形 : 

(i) Zi ca # 0, 方程 (5-241) 的 严格 解 DDFSS 为 


u= See [exp (—2cax — (—2bs + c3(b2 + bic3?))t 
Fea? (bo tbe) ] eos + cı(bı — c2) 十 8) 一 m 
其 中 a(z) 满足 
bi(c2 (a^)? -- 3c1a'a" + a") + boa’ = 0; 
(ii) 若 cs = 0, c4 = 0, 解 为 
u — exp((bs + ae)t 十 cl(bl — c2)) SI ectatz)dz 十 3 


bat _ ba 


ye 
其 中 a(x) 满足 
bici [c2 (a^)? + 3e1a'a" +a] + bcia’ — ae??? = 0. 


例 5.5.20 ”线性 方程 (5-243) 具有 下 列 两 分 离 解 
(i) Æ bs # 0, 方程 (5-243) 的 DDFSS 为 


- bat _ Q bibat bat 
u (ate "JE +7)e 


1 Q 8 
十 cl f «9x 十 h LA 十 c 一 A) : 


其 中 a(x) 满足 
ac 一 bsa 一 ci (bia” + bza) = 0; 
(ii) # bs = 0, 方程 (5-243) 的 DDFSS 为 
azi Ba? at 


1 2 


8 
e (ua+- 后 )t+7 
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例 5.5.21 方程 (5-245) 具有 下 列 DDFSS: 


(i) c2b2 - 0, 
u= Ai 十 —— 十 yet’? 2) e c 
C2 bo 
其 中 a(z) 满足 


bi [-ena"" — Bela? — c1 De — c3) a — oa] 


Hbaa — ban + os = 0; 
(ii) C2 Ce 0, bo - 0, 
"T T (et + bı) pari t Bt d m a, 
2 


其 中 a(z) 满足 


bi Liestal + cia” + ei (2e1a" 一 c)a + e$] — ae? + ben = 0; 


(iii) c2 = 0, bo #0, 
(e2 (t+b1) = a) fe??? dz 


b2 


u 


— cat + ye”?! BFE 


其 中 a(z) 满足 
oe"? — bici(2c1a'a" +a) + bocs = 0; 
(iv) C9 = 0, bo = 0, 
u = a(t + bi) feas — €az + (b3 + B)t + y, 
其 中 a(z) 满足 


oe? — bici (2cia'a” +a”) = 0. 


例 5.5.22 方程 (5-247) 有 下 述 两 个 DDFSS 


1 
cı (b2 +1) |? f EA d 
人 cic(z)dz 十 二 | 4L bt ec 
u ( x Us) ( € iioi" 十 04 Cit y 


其 中 a(x) 满足 


cibaa' e^ + cibi (c?(b2 + (Ma + ei(bo + 3)a"a' +a 


Q 


9 3 
, ia nd PES, AS 
x exp (otia czcl Ç + 2 ES 3) a 1) 
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和 


cl(b2 十 1)(bl —c2) 
(人 


+b t scan f eia(z)q ER 
c (55 4-1) a) te € Z 一 C3Z 十 个 ， 


其 中 a(z) 满足 


cb, (ba A 1) (a" 十 cl (a^)?) exp c (b + 1)a + 25, Q5 + 95, 十 2) 
十 clba exp (cı (b2 + 1)a) — 8 = 0. 
例 5.5.23 ”方程 (5-249) 的 DDFSS 如 下 给 出 : 
(i) b3 ES 0， ba e 0, 


1 
ES b4o(aeb«(t*b1) — 1) 


—b2aeb«(tbi) (oeba(t+b1) — 1) fereds + Ja3baebas(3t+201) 


|(2bsoz E pb)eb« Ctr) — bsa + yae”! 


—a(bso? ob Bb?)e2bs (t+b) Ge 2o p, ee) 


其 中 a(z) 满足 
cı[2b1c1? (a^)? + 2a'(2b1c1a" + b2) Aha — oe +e = 0; 
(ii) bs = 0, ba 一 0, 


a f eie); + B 
a? (t + bi) 


GEZ +bst +y, 


其 中 a(x) 满足 
c1[251c;? (a^)? + 2a' (2b c1a" + b2) + ball — oe" "nt = 0; 
(iii) ba # 0, 


! 
一 cla(Z) 一 c2d] 9 cib(t) cib (t) — Du 
` (/ ` T 73 S SS 2b3 , 


其 中 a(x) 和 b(t) 满足 下 述 常 微分 方程 
(—a? — 4Bbs)e? "Zog 十 Di ci2(a%)2 + 1652c1(a^)? (a")? + Ababa 
十 4bicl [cibi (e1(a")? + 2a") + bola'a'” + 4c? (baby + b2)(a’)? 
+4bici [4b1 (a^ Hei + 4boc2 (a^)? + bala” + 4ctbi[bic?(a')? + 2b3](a^)* = 0, 
(4Bbs + a2)ezeb — 2c1b" + c?(b)? — b? + 4bsb3 = 0. 
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(| 5.5.24 方程 (5-251) 的 显 式 DDFSS 形式 如 下 : 


(i) ba #0, 
de ed lo ] «a 十 加 ln( 一 ebsbl + ae) 
baa 
Luet — bot — coz + bz ln bs 一 元 b4 十 ibar. 
其 中 a(z) 满足 
l ae? — bicia” — ci(2bicia” + b2)a’ + b3c2 = 0; 
(ii) bs = 0, 
u=(t+ bi) lo J e? (P dz + b In(o(t + 2) 
+(b4 + B — b3)t + y — baby — c27, 
其 中 a(z) 满足 


ae”? — bicia” — ci (2bicia” + baja = 0. 


例 5.5.25  9J1H 7; & (5-253) 的 三 个 DDFSS: 


(i) c2ba ES 0, 
d bib 4C202 - 
utat - IL (Lea? SE 
£2? Cat l b ` b 
Ae a E EX 十 d 十 In(baci cota) 
e Cab» 
其 中 a(x) 满足 


[bic1ic2b2(c1a” — c2a^) + cb + cicobobae "2°3| er + cła = O; 


(ii) c2 #0, ba — 0, 


u = SC uns SC EI Zielen? e à, 
其 中 a(x) 满足 
[cieabi bo (c1a" — coa) + cb + cicobobae "za can + cza = 0; 
(iii) co = 0, 
- Ve In (: 4 2) 一 m M, 十 了 十 EO 4 bat, 
其 中 a(z) 满足 


ba [bia” + clbae sol ea 一 日 一 az =0. 
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2. 具有 DDFSS 的 一 般 KdV 型 方程 的 归 类 和 严格 解 
定义 5.5.2 发展 向 量 场 
V e ot, ege x (5-255) 


是 方程 (5-233) 的 GCS, 如 果 


vo (u: — zzz 一 Auzz B)ILN w —0, (5-256) 
其 中 工 是 方程 (5-233) 的 解 流 形 ,W 是 方程 组 
Din = 0, i20,1,2,:::, (5-257) 


即 不 变 曲面 条 件 7 = 0 及 其 对 z 的 各 阶 全 导数 ,V3) 是 无 穷 小 算 子 Y 的 三 阶 延 长 . 
一 个 有 用 的 结论 是 : 如 果 方 程 (5-233) 具有 GCS 
d 


V = ngu (5-258) 
其 中 
n = (fuuut 十 fuvuzt)v 十 (fuvut + fuvUzt äiss 十 fvuzzt 十 Jutizt; (5-259) 
那么 方程 (5-233) 具有 DDFSS(5-170). 
方程 (5-233) 的 不 变 条 件 为 


VO (u, — Mess — Auzz — B) 
= (Dn. 十 Din — 十 Dinza— 十 Das 十 dl 
xf(ut — Uess — Auzz — B) 
= Dui — Din — (Aun + A.Dzn)uzs — AD2n — (Bun + By Dan) 
Spy (5-260) 
HP n 由 (5-259) 给 定 . 
利用 Din = 0 (i —0,1,2,---) 和 方程 (5-233), 经 过 对 (5-260) 元 长 的 计算 , 可 得 
Din=hi + houzz + hau, + haul, + hsuź, + heus, + hzu$, 
十 (ha + houzz + hiouž, + hiyu3, + hiotut, äiss 
(his + hiauzz + hisu2,)u2,, + huess 
[hi + higuzz + hieu? + bau, + hanut, 
+(h22 十 hasuzz 十 hau, äise + hast? Bissen 


-- (hos 十 ja25tzz)u2 aa == 0. (5-261) 
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表达 式 (5-261) HES f, A M B 满足 下 列 关 于 u 和 vw 的 五 阶 超 定 偏 微分 方程 
组 : 


hi = hi(u, v) = 0, $= 1, 2, SE ; 20. (5-262) 


由 于 hi 的 具体 表达 式 较 繁 , 将 其 简化 的 等 价 形式 置 于 附录 B. 

如 果 (5-261) 成 立 , 那么 方程 (5-233) 具有 DDFSS(5-170), 亦 即 偏 微分 方程 组 
(5-262) 成 立 . 为 了 求解 方程 组 (5-262), 首先 从 附录 B 中 某 些 h; 求 出 包含 任意 吗 数 
的 f, AI B 的 表示 式 , 然后 把 所 得 结果 代入 (5-262) 的 其 余 方程 以 固定 待定 函数 . 
历经 繁复 的 计算 分 析 可 以 得 到 以 下 结果 : 

定理 5.5.3 假定 fo #0, RHAJEFIL DDFSS(5-170) IE Jj 

Ut = Wzzz 十 Auzrz+ B 


的 任 一 方程 必 与 下 列 方程 之 一 等 价 : 
(1) 


Inv 

f = — + a; (5-264) 
C1 
(2) 
3 uu uuu uu x 
Ut = Uzrzz + (3 EE ER 3 Urz + (guuut + C29uu) v" 十 CU, (5-265) 
gu gu 

f = gu(u)v + cag(u) + ca; (5-266) 


3 
Ut = Uzrzz + es GE 十 3 Urr + Dun 
gu 


y Juut” T a1guuv? T bocog(u) + boca 


gu 
f In(ga(u)v gw) es) 
C1 : 


(5-267) 
(5-268) 


其 中 glu) 是 任意 阶 可 微 函数 ,a;，b;， ci(i € Z) 是 其 有 定义 区 间 的 任意 常数 . 

下 面 寻求 定理 5.5.3 中 所 得 方程 的 DDFSS 严格 解 . 为 此 先 从 (5-170) 和 定理 
5.5.3 中 对 应 的 f 的 表示 式 中 求 出 u, 然后 将 其 代入 定理 5.5.3 中 对 应 的 方程 并 设法 
将 所 得 结果 分 解 为 确定 alx), b(t) 及 某 些 积分 函数 的 常 微分 方程 组 . 这 些 方程 具有 
丰富 的 严格 解 在 于 解 中 包含 有 任意 阶 可 微 函数 glu). 以 下 列 出 定理 5.5.3 中 所 有 模 
型 的 DDFSS, 其 中 如 无 特别 说 明 , ai, bi cili € Z) a, B A 在 其 有 定义 区 间 上 均 为 
任意 常数 . 
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$4 5.5.26 ”线性 方程 (5-263) 结合 (5-264) 的 形 为 (5-170) 的 DDFSS 为 
(i) b2 Æ 0, 
对 于 这 种 情形 , 得 到 两 个 DDFSS 


u 一 Csebt 十 (f ead; + 3 ei te)teei (ea) — bs 


o b2 
其 中 a(z) 满足 
cia” +cl(3cia' Fai)a” Haa (cia)? Faida tbi) zo 
和 
Ëch lc 十 ec122 一 cacl (/ eia + all 一 bo 
b2 
其 中 a(z) 满足 
[cia + ec? (a^)? -- by + a1c1a"]e?? — 8 = 0; 
(il) 55 — 0, 
相应 的 两 个 DDFSS 为 . 
u= (J ecla(z)dz 十 3 gottex(ea—c4) 十 byt + c3, 
其 中 a(z) 满足 
cia” 4- c3 (3£a' Faida” + cia'(c2(a'? Faida +h)=a 
和 
u = ecl(c2 一 c4) (J ead; 十 at) 十 bat + c3, 
其 中 a(z) 满足 


(c1a" 十 e(d)? 十 bl + QtclQ lei? — D ss D 


例 5.5.27 方程 (5-265) 的 两 个 DDFSS 由 下 式 隐 式 确定 : 
(i) c3 #0, 


g(u) - a3 ecs(czcs 一 cl 一 c3)t 一 cz 十 ao exp (= T va Aen a} 
一 4cl -e 


(5-269) 
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其 中 glu) 是 任意 可 微 函 数 . 
(ii) c3 = 0, 


ls [o ges Tg) TD 人 vi. 


1 2 ar? C2Q + c18 
E HddllIm— ya 5-270 
Ve + (ax — 8)t + 2c; dà t + Q3 ( ) 


其 中 glu) 是 任意 可 微 函 数 ， 
通过 选择 任意 函数 glu) 可 以 得 到 有 趣 的 描述 共振 孤 波 解 现象 的 某 类 模型 . 例 
如 对 于 特殊 模型 


Ut = Hess + 6tan(u) uzuzz + 2(1 + 3tan(u))u3 — uz, (5-271) 


g(u) = tan(u), c2 20, 1 = -1 (5-272) 
时 (5-265) 的 特殊 情形 . 该 模型 存在 两 种 类 型 的 共振 扭 结 孤 波 解 


u = arctan (a; exp[ca(1 — c$)t — c32] + aze” + ase "to (5-273) 


u — arctan {alez + ae? + (x — t)|as(z — t) — a4] + as] . (5-274) 


解 (5-273) 表现 了 扭 结 型 孤 波 的 裂变 (c3 > 1) 和 聚变 (ca < 1) 现象 . 图 5-3 描 
绘 了 典型 的 孤 波 裂变 解 (5-273), 其 中 


1 
Qj = —], C2 = PE 3 = 04 = 0, C3 — 2. (5-275) 


图 5-4 描绘 了 典型 的 孤 波 聚变 解 (5-273), 其 中 
ai = —1, GER a3 = a4 = 0, GER (5-276) 


从 图 5-3 可 以 看 出 , 当 (5-275) 时 的 解 (5-273), 一 个 扭 结 型 孤 波 分 裂 成 两 个 扭 结 型 
孤 波 . 而 从 图 5-4 可 见 , 当 参 数 取 值 (5-276) 时 , 相互 作用 前 是 两 个 扭 结 型 孤 波 , 相互 
作用 后 聚变 成 一 个 孤 波 . 

解 (5-274) 反映 了 扭 结 (as = a4 = 0) 和 反 扭 结 (a1 = az = 0) 共振 解 的 边界 状 
态 . 图 5-5 表现 了 方 型 孤 波 解 (5-274) 的 结构 ( 扭 结 - 反 扭 结 边界 状态 ), 其 中 
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e 


图 5-3 条 件 (5-275) 下 典型 的 扭 结 型 孤 波 裂 — 图 5.4 条 件 (5-276) F AAI HIHA E 
变 解 (5-273) 聚变 解 (5-273) 


图 5-5 条 件 (5-277) FIO]; JE HL Uk fr ( 扭 结 - EATORRA ) (5-274) 
al —0, a2 = 0, az = —2, a4 = —14, as = 0. (5-277) 
方 型 扳 波 在 其 他 物理 系统 也 存在 , 璧 如 立方 五 次 复 Ginzburg -Landau 系统 [10]. 


例 5.5.28 方程 (5-267) 具有 下 列 DDFSS. 
(i) C2Q * 0, 


g(u) 2 -S d eme (f ema 2) T «| 
Co Di 


Xe 一 cz(c2 一 al c2 一 b2 十 1 es 


其 中 a(z) 满足 


cl(3cla + a1)a" + cia'[cia' (ca + a1) + bi] + cia” 
十 cz(c3 一 Qlc2 + b1) — a = 0; 
(ii) co #0, a = 0, 


g(u) = -2 + [eo ( / eei tena (2), 十 a) - «| 
2 


2 
—c2(c5—a1c2 —b3--bi )t—cox 
Xe 一 c2(c2 一 alc2 一 b2 十 ba ) SS, 
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其 中 a(z) 满足 
ca” + cl(3cia' Lola +clia'[cia(cia + a1) + 51] 


十 cz(c2 — Qa1c2 + bı) = 0; 


(iii) cz = 0, a x 0, 


g(u) 一 H eclatz)dz 十 x eci(at+ca) 十 cs((b2 — bi)t — x) — cs, 
1 


其 中 a(z) 满足 
a" + (3c1a' Faida” + [c1a'(c19' + a1) + bila = o; 


(iv) Co = 0, bı #0, &=0, 


(at+ca) 
g(u) = 了 + (e**** B + es (bo — b1))t — cs — cax 


- — 4b c1(at4-c4)— 3 (a1-- / a2 —4bi)z 
98i micare (ttoo AMT Ree 


.2biy a1 — Abu ? 
(v) cz 20, aı #0, 5; =0, a =0, 


P+ ( lg 
Q1 | C1C7 — Z DT 
2 rečt — C6C1 eclat 一 Q12 
2 2 
aj ai 


g(u) — e**^ |Bt — 
+c3(b2 — b1)t — cs CAT: 
(vi) C9 = 0, [^5] zz D, bi zzi ac = 0, 
g(u) = —es ~ esz 十 ; [82? — 3c1cgz + 6c c7] zer Lotte 
+[8e + ca(b2 — ba lt, 

其 中 gu) EHEH u 的 任意 可 微 函 数 . 任 给 函数 glu), 可 得 相应 方程 的 解 DDFSS. 
5.5.3 ”一 般 非 线性 波动 方程 的 DDFSS 归 类 和 求解 

本 小 节 致 力 于 一 般 非 线性 波动 方程 

Utt = Á(u,uz)uz, + B(u,u,,u), A(u,uz) #0 (5-278) 


的 DDFSS 问题 . 


1. 具有 DDFSS 的 一 般 非 线性 波动 方程 的 归 类 
对 于 DDFSS, 类 似 于 讨论 FSS,(5-85) 应 由 下 式 代替 


VO) (un — Afu, uz)uzz — Blu, uz, Mell. Nw 
= [D?n — Bu, Doll nm 
= Ia its + hig)uzz + houzt + ha]uzzz + haud, + hsu$, 
(heus + hz)u2, + heuzt + hou2, + hyz 
F(h3ou$, 十 hiiu2, + hizuze + hi3)uzz 
+(hiauzt + his, + hie)u2,, (5-279) 


其 中 hi = hilu, uz, ut) (i = 1,---,18) 是 包含 f(u, uz), Alu, uz), Blu, uz, ut) 及 其 关 
于 u, uz, ut 偏 导数 的 复杂 函数 . 

A (5-279) 必须 为 零 要 求 fu, uz), Alu, uz), Blu, uz, ut) 满足 下 列 偏 微分 方程 
组 : 


hi = hi(u, uz) = 0, i = 1,2,... ,18. (5-280) 


由 于 hi 的 表示 式 很 长 , 将 其 列 于 附录 C. 

通过 偏 微分 方程 组 (5-280) 求解 f(u, us), Alu, uz, ut) 和 B(u, uz, ut), 得 到 具有 
DDFSS 的 一 般 非 线性 波动 方程 的 完全 坐标 形式 的 归 类 , 结果 列 于 定理 5.5.4. 为 了 导 
出 所 得 方程 的 严格 解 , 首先 联 立 f(u, uz) = alx) + b(t) 和 定理 5.5.4 中 某 一 f(u, uz) 
的 表达 式 求 出 u, 然后 将 其 代入 相应 方程 后 分 解 为 关于 a(z) 和 b(t) 的 二 维 动力 系 
统 , 最 后 通过 求解 该 动力 系统 得 到 DDFSS. 

定理 5.5.4 ( 归 类 定理 ) 假定 在 (5-4) 中 fu, (u, uz) #0, 方程 


Utt 一 A(u, us äiss + Blu, Us, ut), A(u, uz) #0 


具有 (5-4) 形式 的 非 平凡 DDFSS, 当 且 仅 当 它 在 关于 的 平移 和 标 度 变换 意义 下 与 
下 列 方程 之 一 等 价 : 
(1) 


Utt = Uza 十 bi, (5-281) 
f(u4)- arcsinh(tan(u; + c1)); (5-282) 

(2) 
Utt — e" 7 ty, t+ Lotte + bije“ te" + bou, + bs, (5-283) 


f(u, uz) = uz + ciu; (5-284) 


(3) 
Utt = Em + bı, 
f(u, uz) = In(cse?'"* + c2); 
(4) 
un = P + bı In(u) + baue — bau + ba, 
f(uz) = In(uz); 
(5) 
un = SI + biln(us + 1) + bu, — bau + b4, 
f(uz) = In(u, + 1); 
(6) 
Utt 一 Ze 一 (ciuz — bi)e?* + cqui? 十 bout + b3, 
f(u, uz) = ln(uz + 1) — ciu; 
(7) 
tt = 人 一 2azljn(uz) + biur 一 bzu + ba, 
f (uz) = In(uz); 
(8) a # —1,0, 
Utt = Uz Uzr + bius! + bou, — bzu + ba, 
f (uz) = In(uz); 
(9) a # -2, 


Utt = (u + Q)uz^ Urr ep EHS + biu — bou — b3, 


f(uz) = In(uz); 


a 十 2 
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(5-285) 


(5-286) 


(5-287) 


(5-288) 


(5-289) 


(5-290) 


(5-291) 


(5-292) 


(5-293) 


(5-294) 


(5-295) 
(5-296) 


(5-297) 
(5-298) 
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_ (-e(a + 1)uz? + (bi - io)us + bi ci) (us + 1)? 
ý (o 十 Leon 
(Uz + 1)*uzz 


eaciu 


十 十 ciu + bou, + b3, 


f(u, uz) = ln(uz + 1) ~ cu; 
(11) (a+ 1)(a +2) #0, 


(uz + 1)? | ai(auz? + (a — 1)u, 一 | 
Hat = = en 一 一 一 一 一 一 


ein (a+ 1)(a +2) 
ai 2 
TE Tt 十 but + b2, 
aiu 
f(u, uz) = In(u; + 1) - T 


(12) 


— Zou? — (aiu + a2) (bo — a1a3)uz + baas(a1u + a2)) 
á Wz + as(a1u T az) 
(aru 十 a2juzrz 
Uz 十 aa(alu + a2) 


f(u, uz) = — ln[uz + as(a1u + a2)]; 


+ bius, 


(13) a Æ —1, —b2co 十 b4c1 = 0, 


_ Solle (æ + 1) hien + e2) 7 us] (us + ciu + 02)? 
ati 
--ea(us 十 cl4 十 C2)? uzz + bzu + bau, + b4, 


Utt = 


f(u, uz) = ln(uz + ciu + c2); 


(14) 


2 1 
utt(al 十 a2)uztzz 一 qu; 4 smb + gab? + bou, + bau + b4, 


f(u, uz) = In(uz); 
(15) 
Utt — sec? (u)(ayuz uz, + a4 tan(u)u3 + biu?) — 2tan(u)u? 


-F (bs — ba) cos? (u) + bo + bau + ba sin(2u), 
f(u, uz) = In(uz) — 21n(cos(u)); 


. 909 - 


(5-299) 
(5-300) 


(5-301) 


(5-302) 


(5-303) 
(5-304) 


(5-305) 
(5-306) 


(5-307) 


(5-308) 


(5-309) 
(5-310) 
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1 
Wtt — — 40101 (u + a2) [2u2 + cı(u + a2) (uz keint a2)) + bı] 


2 
+a (u + a2) (Ur 十 cl( + a2)) Urs + bout 一 gu; (5-311) 


f(u, uz) = In(uz + cı(u + a2)); (5-312) 


(17) lei? + JeaP? # 0, 


Utt =Q1(Uz + C1U + c2) tes + bau, + bi(ciu + c2) 


1 " 
*iqgua [Tuz — Bien + c)](us + cu + c2)?, (5-313) 
f(u, uz) = In(uz 十 clu + c2); (5-314) 


(18) Ja? + leal? # 0, 


1 
ut 一 一 Ta [2u2 — cı(u + a2)uz + c? (u + a3)?] (us + cı (u + a2))? + bau; 
+a(u + az2)(uz kein + az2)) uzz + bıcı (u + a2), | (5-315) 
f(u, ur) = ln(uz 十 cl(u + a2)); (5-316) 


(19) laf? + lea? # 0, 


1 
Utt 一 一 gai Bu; — 2c(u 二 az)uz + c2(u + a3)?](us + cı (u + a2))? + bou; 


Fa; (u + a3) (uz + ci(u + a3))* usa + byei(u + a2), (5-317) 
f(u, uz) = In(u; + ci(u + a2)); (5-318) 
(20) a Æ 一 2， 
"S a1a2[-2u2 + (c1 + a1u)(a — 1)uz — (c1 + a1u)?](uz + c1 + aru)? 
a AA CO c c ER CE 
+az(ci + aru) (uz 十 cl Fau) Uzi 十 bi(cl Faru), (5-319) 
f(u, uz) = ln(uz + c1 + a1u); (5-320) 
(21) 
Q1zrr a1a2(a2u 十 az) 
= 一 -一 -一 一 一 -一 一 b b Za 
xs Uzr Lait +43 Uz + azu + a3 + baue + ` — WS. 
f(u, Lz) = In(u; + azu + a3), (5-322) 


其 中 o, Gi, bi, Ci (i SS LA 2, Mic :) 是 任意 常数 . 
值得 注意 的 是 : 当 cl = bi = 0 (i = 1,2,3) 时 (5-283) 正 是 Toda 方程 . 


定理 5.5.5 (等 价 类 ) 如果 (5-278) 具有 (5-4) 形式 的 DDFSS, 那么 
vit = An D, vz)vzz + Bi(v, Vz, vi), (5-323) 
这 里 
Ai(v, vz) = A(p(v), v" (v)us), 


Biet), p'(v)vz, p'(v)ve) 


Bı (v, vz, v) = p ! (v) 


SI teil eve) - vP), 


其 中 p(v) 是 v 的 任意 函数 , 可 通过 
F(v, gel = a(z) + b(t), F(v, gel = f(v(v), v (v)vz) (5-324) 


的 DDFSS 求 得 . 

证 明 把 w= (v) 代入 (5-278) 和 (5-4) 分 别 可 得 (5-323) 和 (5-324). 

2. 具有 DDFSS 的 一 般 非 线性 波动 方程 的 严格 解 

本 小 节 推 导 上 小 节 中 所 得 分 类 方程 的 严格 解 DDFSS. 步 又 如 下 : 首先 联 立 求 
解 方程 (5-4) 和 定理 5.5.4 中 相应 的 f(u, uz) 的 表示 式 得 到 的 表示 式 , 然后 将 其 
代入 定理 5.5.4 中 对 应 分 类 方程 得 一 关系 式 , 设法 经 过 普通 分 离 变 量程 序 将 此 关系 
式 分 解 为 待定 函数 alx) blt) 和 某 积 分 函数 s(t) 的 常 微 分 方程 组 . 由 于 a(z),b(t) 和 
某 积分 函数 s(t) 满足 有 丰富 严格 解 的 常 微 分 方程 组 , 所 以 分 类 方程 具有 丰富 的 严格 
f. 

下 面 导 出 定理 5.5.4 中 所 列 分 类 方程 的 严格 解 DDFSS, 其 中 ai bici ki (i € 
Z),Q, 入 和 为 任意 常数 . 

例 5.5.29 方程 (5-281) 的 DDFSS 为 


u = | aretanisinh bis + t) + k2)]dzx — cız + zs — Kb + kat + k4. 


例 5.5.30 ”对 于 方程 (5-283), 按 任意 常数 关系 , 考察 以 下 六 种 情形 : 
(i) C1 -— 0, b, = 0, b, = 0, 


k 2 
e E (Ca - uz — ks) m (xis (seen e3) S d 


m 1 1 t + k4 
MWA ZA m dm k 
SCH ;*gem( 2k; )* 1t + k2 


H 2 H 2 t+ k4 m 
uL * 2uz + 2ks) + 75 ln (tann ( Zk; ) 1 
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1 t+ ka H t + k4 E 

+|- zi (5 +3 tanh ( 2k3 )) + (tema ( 2ks ) 

EE E arctan A i E + (hs 
入 v 2Aks — u? 


u t+ ka D t + ka 
tam (2 + tenn ( 2ks Inten) 2ks ) 


(ii) C] — 0, bi = 0, bo se 0, 


1 bat — t 
"T [m (Se — uz — ks) SCH d E 
2 b2 
— n2 
OVES rd etai [o c E 
入 2Aks za. u? 
P -u / et f e*t O quar, 
其 中 b(t) 满足 
HI — bal + Ae? = 0, (5-325) 


此 方程 等 价 于 第 一 类 Abel 方程 . 
(iii) CU = 0, bi x 0, bo 一 0, 


(mcd) em Cir?) 
-E In (tanh (32) = 1) In (5 k z tanh 6 3) 
"x (tanh (5) Ss Eh (seat (: uc ) 
ra (recens Kä SEN C C A. )) 


bir 
+ fim (eom me SC EI db d dr 一 zb? E kit i kə 


ue bir 1 uch? uch? 
bi -di Ka KE b; ks ) S bi " c bi yi ( bi ks ) 


katka 


1 
bai + (kat + k4)z — = + 50st + kıt + k2, 


5.5 “导数 相关 泛 函 分 离 变量 解 


其 中 函数 dilog(m) 定义 为 
dilog(7) = IK BU ek 


(iv) Ci = 0, bibo * 0, 


— bir 
u= d In (s m n) dz — Pha? + b(t)z 


bi 


bat 
-u eet f emer ata 十 n 一 2 + ka, 


其 中 b(t) 满足 (5-325). 
(v) clb2 ES 0, 


u-e * / a(rje””dr 一 a [ e f eara 


b cir k bat 
qe e Stee REM E 十 | 
ct b2 


其 中 alx) 和 b(t) 满足 
(a! + bije? 十 Xe “cz + p= 0, 


y — bob! T uc; eh — bac; = Q. 


(vi) cl #0, b = 0, 


Cir 
ue? p e”?Pafr)dr + Koen 一 NEL 十 kit 十 d i 
1 


其 中 a(x) 和 b(t) 满足 


(o + bije? +Ae +k=0, 


b 1 
+f D, CS E YA 


yv 2cı (baz — pe?) + ka 


例 5.5.31 方程 (5-285) 的 DDFSS 为 


(i) C2 e D. 
TR H kei t Acs ) ev uer ball 
1 
n. Ou ka 1 2 (z — ka)t 
— |2 — ka +1 but — 
YA à SS dE C1C3 m Jas 2" V kac 


1 Artus 
— |k5 — 2y à kı — u? arctan Ross? : 
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SEA IOS FOREN, Z [Vik +hn (aa Sal 


V2ks y 
2--2In(1 E k 
十 2 十 d + y koe vi Al, EZE A 
SÉ — 12 
ERE oom (A al + =b1t? + ks 
1 


V Ak, — p? 


+2 in (e ae, Vrea) 


和 
LUN 一 < À (kitika) 
u= E L GIGA RU 十 kıt 十 ko 十 Ce 
$a lye + kat + k4. 
C1 2 
(ii) c2 #0, ; 
F(zt) _ 
a1 € C2 
2 MÀ A (F(z,t) nein [ ————— 
zai (06.0 - ne) (E78) 
eF (2,t) 
+dilog ( ) } 十 ka + kıt, 
C2 
其 中 
F(z,t) = bic E ti /2 十 ka. 
Q1 Q1 
例 5.5.32 方程 (5-287) 具有 下 列 DDFSS: 
(i) b3 — 4b3 # 0, b3 > 0, 
TER [ctas NECEM EE 
v bo? — 4b4 
X Tram tb,- pje 3st X iae) 十 gi (b2- V? ams): 
1 LaL /一 一 
x | ki + 一 -一 -一 fowo + b4 一 peil bac V b2? Abst) dt |, 
y b2“ — 4b3 
其 中 


2 — 
i0 = s (hs - V? elt 3n — 2 — 58, 


(Revier — 
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(ii) b2 — 4b3 # 0, ba < 0, 
ue dii | estadas + kaeh aa the b2 —4b3 t 


A ba — / b2? —4bs )t i j 

c : H (bib(t) + ba — pi) e$ Cnt Fa 
bo” — 4b3 

ebe fuit) + ba — 1)e 10v Sm) | 


其 中 a(z) 满足 
-à [ az ta eaa c t 
mj b(t) 为 
ht) - -iln ba (bo^ — 4bs) 


—————MÜÀ c ————— 
(^ Vba? — 4b3e "Äis" -4b3)* + ba(kaeV ba^ "ai 一 ka) ) 
i| 
Fa c - Jb? = m t. 
uc edb2t | c Terme 十 i) — bı J «3o 十 ra| 
un Í g^ da, 


其 中 a(x) 和 b(t) 满足 
A ode d e hia - t, 


一 去 ba2t 
2 bo 
(iv) bo = bs = 0, 
= ËL (koAt+ Aka + ks?) In (At? + 2kat — 2k posu 
u— x; (ks 十 和 ka + k3”) In (M^ + 2kst — 4) 十 leu: 


1 
+3(b — 3b, — HIE + jh In (ae 一 Kat 十 ka) 


2b, V 2Ak4 + ka At + k3 
CRE SE (At + k3) arctanh ———— —À3 
A V2aka + ka 


- (pe 4 kzt 一 ka) f e" dg + ka, 
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其 中 a(z) 满足 
入 IET 4- a'(z) -- b1a(x) Au — 0. 


例 5.5.33 方程 (5-289) 的 DDFSS 为 
(i) b2 — 4bs Æ 0, 


w= eb(t) feas Sec WA (IE na): E UCET 


让 (bz 一 Vb22 一 4bs)t 
2: v/b5? — 4b | T (ba + byb(t) — ues 7*2 * hal 一 4bs)tdt 
a — 4bs 


e) Le — bat In, + byb(t) — 有 
其 中 a(x) 和 b(t) 满足 


a! + bia + bzs + u= 0, 


2 
b(t) = 了 (po 一 | by — bs ) 


(kae V b? —4bst E k4)? 


(ii) bs = 105, 
u= e*t $ e* dg 一 了 十 etbat E d (ba + byb(t) — p) e` $*:tat 
一 Io + bib(t) — ue" Sbatdt + bt + ha! ; 
H a(x) 和 b(t) 满足 


A [ eaa ta that brs t, 


1 Ae á*st 
b(t) — got + In (ALT - kat T i) - 


(iii) b2 = b3 = 0, 


u= LA — kat + ka) feaa 十 Su — 3b, 一 p)? 


bika bi (2Aka + k2) A (At? + 2kat — 2k4) 
n (r 入 UD A2 S Zaka 十 k2 
zi 2 
二 In(At? + 2kst — 2k4) + du In (Ae — kat 十 ka) 


12014 Aka + k3 VAAS FAA Ou Y kg) arctenh PE EX. WA -T+ ko, 
入 V2Mka + k2 
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其 中 a(z) 满足 


ode +bia+u=0. 


例 5.5.34 方程 (5-291) 的 DDFSS 如 下 所 示 : 
(i) cı — 0, b2 #0, 


bat — = Ge 
E imet cR EE TEE S. 
pet? b» 
(ii) ou = Da = 0, 
kat — k 1 
u = SSC —etzlbhtba-ult + kit + ka. 


(iii) C1 天 0, bo 一 b3 = 0, 


d 


1 
十 cl (ae 十 kit 十 t )| ; 


u= -— r 一 — In lc (3e — kat 十 ka) J «972: 


其 中 a(z) 满足 
ez + (a +bi)e +p =O. 
(iv) cibo Æ 0, bs = 0, 


u= -gr 一 ka In E (kaebzt — Abat — A — ka) ^97 
C1 bs 


一 cl Ca 4 = ER 3] 
其 中 a(z) 满足 
ere +(a +bi)e +p =O. 
(v) cıb3 7 0, 
u=-> In |-a 人 de EA ) 


-ae | ee E 3 — z, 
3 
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其 中 a(z) 和 b(t) 满足 


eot 
a(x) = -一 一 — biz 4 ks, 
1 


1 1 ba? Gm 4baci 
blt) = —3 (A + y b2? — DEC i TEF Ee 


(eh "een x ka) 


例 5.5.35 方程 (5-293) 的 DDFSS 为 
(i) a2 = 0, a1 X 0, b? — 4b» # 0, 


0 eo B + kı) " kae? (®1- VE 62): S kze? (b+ Eats): 


一 一 


1 mo Bs s ) 

DCUM / (De x Ga e¥(-brt V4b2)t-b(t) gp 
Vb? — 4b» 

eler | Ge + bech?) Geer 


其 中 


2 
一 4 
wei i (s 3 Vb? ~ sba) t- kke e 
2 2 (kae Vatt ER ks) 
(ii) az = 0, a1 #0, b = 151, 


以 一 etiblt li + kot 一 / (àa + bach?) e 一 bb) 一 二 bitdt 


b(t) 
+t f (Am ese) era SE 


其 中 
b(t) — shit AA 
(iii) a» #0, b? — 4b; #0, 


u = e? In(z + kı) + s(t), 


其 中 b(t) 和 s(t) 满足 
T 1 i (—a2 /< Aboe3(—b1t Vb1?—4b2)t dl kabze V 51? 一 4bzt iem kaba)? 
2 (b? — Abol? 


1 / 
SI (^^ 十 by? 一 D t, 
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e — bi s' 十 pos 十 e "(ass 十 ai) 十 2a2b — b3 = Q. 
(iv) C2 * 0, b2 = ibi, 
u = eO In(z + kı) + s(t), 


其 中 b(t) 和 s(t) 满足 


一 去 bt 
DE EE m , 
2 bi 


1 
s" — bai + Es + (aas toile" + 2a3b — b3 = 0. 
(v) a2 0, bı = b2 = 0, 


u = (jor — kot + ko) In(z + kı) + s(t), 


其 中 s(t) 满足 


1 
s! = | L028 T0 — — 2a» In (za kot dh ka) J b3. 


1 
526 — kot + ka 


例 5.5.36 方程 (5-295) 具有 下 列 DDFSS: 
(i) b2 — 4bs 7 0, 


bel A b2? —4b 


ba” — 4b3 


8 E T (ba + pel UA)? RIGEN All 
V b5* — 4bs 


其 中 a(z) 和 b(t) 满足 


A f ea 4 e(** D^ (o b) u= 0, 


b" + (b)? — bab' + Ae?* + ba = 0. 


. 220 - 第 五 章 ZADATEK 
(ii) bs = 353, 
us edt 区 TE f t (ba + pelat DB ) e-¥b2tdt 
+t f (ba 十 pelat) eiat + elt / e* (dz, 


其 中 a(x) 和 b(t) 满足 


A f ea: T ete+lia(a' 十 bi) 一 内 三 0, 


b” + (b)? — bab + Ae?^ + n = 0. 


例 5.5.37 方程 (5-297) 具有 下 列 DDFSS: 


(i) a # —1, 
! SFT 6b(t) 
"ETT 1 EA, ES 
"= Aga) A (a + D (æ + k)]** e + a(t), 
其 中 b(t) 和 s(t) 满足 
p" 4- (by? AJA bb A Ae(9* 1)b dc bo c 0, 
s" — b, s' TS Ae(** Db(s FI a) iha 
(ii) a L.A Æ bs, 
TE E bi? —4b3--4A)t 4 WA (i /b1?—4ba 4A )t 
eòT+tkı+b(t) bs 十 入 
A bo 
其 中 


CET 


De 3 cda * 


(ii) à. —1, Ass ba, 514 0, 


(kzeV hr” "2 Ss ks) 


1 3 (b: —/b:2 — 853) t+bzz 十 ka 
b — 8b; 


u = 


+k4e™t + Cs that + ks. 
1 
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(iv) Q = —1, 入 一 ba, bi = (), 


EEN 
V2b2 b2 


1 
— 5 (ba + bs) + kat + ks. 


u= 


例 5.5.38 方程 (5-299) 具有 下 列 DDFSS: 

(i) c1 = 0, Aen 

i (ke? VN ka) Ca k2) e—VA(t+z) 
4 A3/2 

一 十 jh? + kst + kg. 


u = 


(ii) cl = À = 0, 
1 1 3 1 2 
u= 5 At (Rat + ka)\(z + kı) -z+ c hot 十 50i + uka)t 
kat + ks. 
(iii) C1 X 0, b2 Ss 4b3c1 Æ 0, 


- 1 "-" "€ p f e (02+ te) 
yV bo* — Abaci(o: + 1) 


CH 
-4 (b2+y b2? —4bacı ) t-(a-- 1)b(t) 
wells": Vb2? —4bsc1 )t pd d Me it: 
V b5" — Absci(a + 1) 


nae N cl eb(t) [ 492. 


其 中 a(z) 和 b(t) 满足 


Ji e?7 9? dz 十 ((a 十 1)a' + c1 + bijel tD- 4. ,, — 0, 


b” + (b)? — b2b' + baci + Ae% =0. 
ati 


2 
(iv) cl #0, b3 = ai, 


T1 


«e kununa III Ge c e*(0) [eel =, 


u= -> In Ee 区 十 Ko 十 Ge (/ te 3b2tH(041)5(8) 34 
1 
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其 中 a(x) 和 b(t) 满足 
A f eas + ((at+l)a’+ci+b)e( tl oar 4. ,, — Q, 
Ae ab 


H / / 2 
b" + (b)? — bob + - STE X - D. 


Q4 5.5.39 方程 (5-301) 具有 下 列 DDFSS: 
(i) a] = 0, bi x 0, 


uc e f atas a Ta (/ ema) dt 
-g + bet — pat + kz, 
bi 
其 中 a(x) 和 b(t) 满足 


入 eadz + e(** Dog! + y= 0， 


b" + (b)? — bib + \e® — 0. 
(ii) a4 — by — 0, 
u = e*t feas 一 2 一 e 十 hat + kit ka, 
其 中 a(x) 和 b(t) 满足 
入 T esdz 4- e(^* Dag! + p=0, 
b(t) € 
J + aS 
(2 + a) (一 2Xe(2+a)5 + ka) 
(iii) Ql £ 0, 


. (a1) 1 kı — 222 +b(t) 
t= uum In AIT (e +a)e + + a1s(t) ) EE? 


其 中 blt) 和 s(t) 满足 
H NI / boal 
b" + (b)? = bib E =o, 
sl ! — bs 十 一 一 bza S 十 2 (2+a)(k1+b) = (0. 


(2 -- a)(o 十 D^ 
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例 5.5.40 方程 (5-303) 的 DDFSS 如 下 给 出 : 
(i) Q1Q3 0, 


20, e 3 (i * Vh rai tas taba) t—b(t)—ka 
| | 
Vb1’ + 4ai?2as + 4a1b» 
SS (bx V/b:2--4a12a5--4a1b2 IE FA e $ (Vbi? +4a1?ag+4a,b2—b )t 
20, "3 (V®17+4a13as+4a1b2—b1 ) t-b(t)—ka 
x — dt 4- ks 
V bi^ + 4a12a3 十 4albo 


-ajiagr-b(t)-k; Q2 


十 Te A 
Ql 


这 里 
l 2/1 2 1 
b(t) zm 2 In |sech 7 好 + 4a1?a3 + 4aıb2 (t + ks) 一 Sek + ki. 
(ii) a1a3 #0, kı # a103, 


u= —— + e ia 


a2 [seh b1--4a1b2 —4aiki -8adas )t 
a1 


kae! (bx V/ bi 401a Aen ki FBazao) | 


eibi t—kir—ko 


1 
(—a3a1 + ki) sech? (5 V bi“ + 4aıkı + 4a1b» (t 十 2) 


(iii) a; # 0, a3 = 0, 


ł(bı+yb1?—4aık ) -4 (bt V aai ks ziel 
-—2 1 十 1 QI 大 1 十 4alpb2 Ti kae 3( bi 十 \/ bi 4aıkı +4a1b2 t 


eàtit-kiz ER 


1 x a 
| | sech? (3 Vb + 4aik; 十 4albo (t + ka) ) ko 


(iv) a4 = 0, a3 = 0, bi Z 0, 


» ka3ehit + ka bwt 02(ki — b3)t 
ue T E T Te 


(v) a1 = 0, Q3 = 0, bı =0, 


1 
u = (kat 十 k4)e 7-5: 一 SREL — b2)t? + kst + kg. 
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(vi) aj = 0, a3bı x 0, 


-A + kacht — Abt — k 
1 
Ek enit - Cota + A 十 kə, 
1 


其 中 a(x) 满足 
à f eaz +u +a — 0. 
(vii) a1 = 0, a3 £0, b = 0, 


yu = 


5 (At? + kat — ka) / e *C)dz 一 asa2z 
1 

t3 (b2a2 -+ m i* + kit + k2, 

其 中 a(z) 满足 


A | eds n + a2a'! = 0. 


$4 5.5.41 方程 (5-305) 的 DDFSS 为 
(i) ci #0, œa Æ —1, b2c2 — bacı = 0, 


"m (bai: /3+4b2 ) t4- (a--1)b(t) 

一 -一 dt 十 上 
f (œ+ 1) J/b$ + Abo 

ele tiet) | La (bo |a? rata): 


—À (ba+y/b3?+4b2)t+(a+1)b(t) 
ue 
T J -名 


u= eg" 


(œ+ 1) /b2 + 4b; 
Heb) eir Jeba SS Es 
其 中 alx) 和 b(t) 满足 


A erstedr = cs [bi + (a De - entm eu 
和 Xeb(t)a 


no / _ 
b = bz b (b3 — b) + XI 
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(ii) C] = 0, Q Æ —1, b2c2 = 0, 


u = e*t o 一 co27 十 ež (ès- v bs +4b2)t 


| —(a + 1)b4) Alfa Vs rabo) Se 
LEE, E ac. S CREDE ' 
(a 4- 1) V/ ba^ + Ab; 
(—ue(&*D*O + (o + 1)b4) e^ } (bs V ba? raba )t mm 
E ripe — — — — di -- ka 
(a + 1) V/b3? + 4bz 
UE bat deel 


其 中 a(x) 和 b(t) 满足 


dE = cs [bi + (o + 1)a'] e(? * 9* + p, 


Ae? 
= ba + b' (b3 T eio 


acl 
例 5.5.42 方程 (5-307) 的 DDFSS 为 
e- Vbiz-katb(t) 
u = —————— + s(t), 


Vbi 
其 中 b(t) 和 s(t) 满足 二 维 动力 系统 


b" = biais? + ba — (b)? + bab + 2b1a5s, 
s" = b4 + bos! 二 bas 十 Gebei + biass?. 


f| 5.5.43 7; f& (5-309) 有 显 式 DDFSS 
tanu = b(t)a(z) + s(t), (5-326) 
其 中 a(x) = a, b(t) = b, s(t) = s 满足 下 列 关系 式 


pO 


a1a'a" + bi(a^)? + boa? — Aa — u = 0, (5-327) 
b” = bab’ + bab + 2b bob 十 Ab, (5-328) 


s” = baal + bas + bas? + bs + ub?. (5-329) 
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当 by = bs = 0 时 方程 (5-328) 有 Weierastrass 函数 解 . 当 u = bs = 0 时 方程 
(5-329) 有 Weierastrass 函数 解 . 更 特别 地 , 当 入 = bs = 0 时 方程 组 (5-327)~(5-329) 
的 一 个 严格 解 为 


a1 


E Ew exp (- Zäite? sai zr) 


d Sien) -Pi (e + zo) ) MM ii (5-330) 


b= Boe T si + B, ed 657 Vis) (5-331) 
2 
b4(2b2 + 9b4) 
E (bs v bs 十 4ba 十 bi 十 3b.) NCC IET 

ba(2b3 + 9b4) 

A soe? j (ba+y/b3+4ba)t Alba Abu lt 

bat 

B bs T HCH l (5-332) 

4 


其 中 zo, Ao, Bo, B1, so 和 sl 是 任意 常数 . 
一 般 地 , (5-326) 24 (5-330)~(5-332) 时 表示 变速 度 扭 结 型 孤立 波 解 . 图 5-6 显示 
此 类 型 孤立 波 解 的 特殊 结构 . 


k Hmmm MS Z 


图 5-6 条 件 (5-330)-(5-332) 下 变速 扭 结 状 孤 波 解 (5-326) HP u= 1, a, = 20,6, =b, = 
B, = B, = 1, ņ = b = b, = Ao = % s, — 0) 


当 
1 bi 


Ac pco 55-774 Bath) 
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时 , 方程 组 (5-327)~(5-329) 有 下 述 特 解 


a — exp(kz), (5-333) 

b= Bo + bo exp(bat), (5-334) 
_1 ba 

57 2 9 a th) dag 


其 中 k, bo, Bo 是 任意 常数 . 

Fi (5-333)~(5-335) 成 立 , 解 (5-326) 当 bo = 0, Bo z 0 时 表示 一 静态 扭 结 孤子 
解 ; 当 Bo = 0, bo # 0 时 表示 一 动态 扭 结 孤子 解 . 一 般 地 ，Bobo # 0 表示 一 扭 结 鬼 孤 
子 相 互 作 用 解 . 图 5-7 描述 了 典型 的 特殊 鬼 孤 子 相互 作用 扭 结 解 . 由 图 5-7 可 见 , 磁 
撞 前 (t < 0) 只 能 看 到 静态 扭 结 而 动态 扭 结 消失 ( 变 成 “ 鬼 孤 子 ” ); 碰撞 后 , 静态 扭 
结 变 成 鬼 孤 子 而 动态 扭 结 可 见 . 


MM d 
NN 


SON N A KH 
并 

o, 

Za 


图 5-7 fL (5-333)-(5-335) 上 特殊 的 扭 结 鬼 孤子 相互 作用 解 (5-326)( 其 中 心 3, k = 
b,—2, B, ch = b, = b, = 1) 


例 5.5.44 列 出 方程 (5-311) 的 若干 显 式 DDFSS: 


(i) & sé 0, 
m e c i -f 4alcleoat 一 上 VF+3ka dt | e$ (3924 v») 
2 1 
cı vp sec? (s V 一 D (t + nl 
bat lt /P+3kı, 
—2azcı ype“? + | ks + inae dëi, dt | e$ (392-v»)t 
sec? Geax 十 k)) 


Ze 3012 jbat-k, 


KR sec HS 十 ei 


H 
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其 中 
pz 9b? — 12a1c1b1. 
(ii) cl 入 天 0, 


Ae Zë (ki) _ 1] 


T 1 (àe A (2z—ki) T Ci 
Ci 


ci 和 
一 a2 + s(t)e ^'* 
其 中 b(t) 和 s(t) 满足 下 列 常 微分 方程 
b" = -5 (cibi + Ae”) al 十 bz — (NI, 
Se Zog (Ae?* — c1b1) + baal, 
(ii) ci = 0, Az 0, 


u= See + ki )3eh) + s(t), 
其 中 b(t) 和 s(t) 满足 


b ah (by? SW bob' "S a1Ae? u- 0, 


s" = bas! + a1 A(a2 + s)e?^. 


例 5.5.45 方程 (5-313) 的 显 式 DDFSS 如 下 : 
(i) C1 天 0, 


(~b2+ bia b; ) t--3b(t) 
u=e 7 | | kz — jas LLL SE ) dt ež (b2-yb3+acibi )t 
bs 十 Ac fu 


y 2 b 
" ue 一 去 30524 b$--Aci 1) t4-3b(t) T A ka e? (b2+ b3 +4cıbı ) t 
v b2 十 4cıbı 


十 eb(t) 一 clz J eas SR a 
C1 


其 中 a(x) 和 b(t) 满足 


3 eit tog, = C 一 SA cie tae 一 


b” + (I)? — cibi — bb — Ae" = 0. 
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(ii) cl = 0, 
u= edtt) ] edr + u J chat d e3* (05st atqt — coz 


bicat 
2 + kieh? + ko, 
2 


其 中 a(z) 和 blt) 满足 


à f eas tue a — 0, 


b" — D + (U)* — àe” =0. 


(iii) €i = 0, bz = 0, 
u= er) fearn f [ ena 一 C2£ 


1 
abico + kıt + ko, 


其 中 ao(z) 和 b(t) 满足 
入 / eadz + u — me "aa = 0, 
s 1 
+2 —— ds = t + ka. 
Í V—2kae-?s + 2Ae2s 5 : 


例 5.5.46 9| 117r f& (5-315) 的 显 式 DDFSS: 
(i) c1 Æ 0, be + 4cıbı Æ 0, 


—C17 ba 一 /52 十 4c1b 
4 b(t)- York: gis xl € | 2 2 ibi, 


u= mg " 
ee 6, bz 十 Acibici 
b 4cibi —b ba - 4/52 4c15; 
x c + 3e103 joco F. SALET 


S (r ES Jg eeu) | 


其 中 
b(t) — -5 In kent (ren t 3] 十 bat + ks. 
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(ii) Cl £ 0, 


(eha Jeici(3r—ki) 十 ede Gerh) ext) -cz 
u = 


Z — az + s(t)e ^'*, 
"t (ete eno m 1) 3 


其 中 b(t) 和 s(t) 满足 下 列 二 维 动力 系统 


pU = 一 ac 十 clbl 一 (b? 十 b5b', 


ti 


1 
8 Se 2? (aie? 十 Aen bn) 十 bas” 


eb(t) 一 c17 (esha 十 92eic(3z—-k 十 cha both) 
4 一 一 


3 十 s(t)e ^'* — a5, 
"E (1 Heic (eth) i 


其 中 b(t) 和 s(t) 满足 


pU = jue" 一 (b)? 十 bb + cibi, 


1 
s = ES (oeh — 4c1b1) + bas'. 
(iii) ey — 0, 140, 


i= See X se + s(t), 
其 中 b(t) 和 s(t) 满足 


b” = —a1Ae9 + bzb' — (NIT, 
s" = al 和 Xe3p(s + a2) + bos'. 


例 5.5.47 列 出 方程 (5-317) 的 显 式 DDFSS 如 下 : 
(i) C1 Ce 0, 


b2 +4/b3+4c1b1 
5kı +5b(t)-- 
uc [rrr um or 
5 /b3 + Acibi 


b3 +4c1b1—b2 
t+5kı +5b(t 
-ei(n- Vire) | A randa, \ 
SÉ b5 + 4cibi 


geb(t) 十 和 clz 十 Ka 
e je -a 
, 

Ae 
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其 中 
1 AN 0 we 1 
b(t) 一 -7 In {sech 7 bo 十 Aen Dy (t 十 ka) 十 ozt 十 ks. 


(ii) C1 = 0, 


u= SVIYA(z t At e*(0 + s(t), 


其 中 b(t) 和 s(t) 满足 
b” = —(b')? + bob — a1Ae*^, 
s" = a1A(a2 + s)e*5 + bzs". 


例 5.5.48 FÆ (5-319) 的 三 个 显 式 DDFSS 为 
(i) a15, A 0, 


Vaibrt SEO aus cl alab) EP 4 
u= (kie + kse je RECETTE e 


x pus J 27e d (2ta) -VEE Got (ks — be2va "` di 
—e- Vaibit dech (2+a)—vaibıla+1)t (ks a pae? ibit) 7 at! 
(2 +a) (ks " ket) e Vorbit- gi ck 
2ai(o + 1)/a1bi 
(ii) a1 E 0, bi = 0, 


2 (2+a)kı (kot + 4) 4*9 
u= (aae r e + kat 十 ks) e "1v 


kz? (2 + a)(3 + a)(4 +a) 

SE Te — 21? 十 大 C1 
———e d e Ü: D B M ageet, 
nary” PRE ài 


(ii) a, — 0, 
u = ett) Jor — j f [ eaa —6602- sha 十 kit JT k2, 
其 中 alx) 和 b(t) 满足 


YES — egal Dag! — us 0, 


sero f^ SE EE 
(2 十 aj(2XeC2+aje — ks) j 
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例 5.5.49 方程 (5-321) 的 DDFSS 为 
(i) a2 -— 0, bi * 0, 


ue eO Tote + i, Mert) NECESITE 


b 
NE a LA 
d 


其 中 a(z) 和 b(t) 满足 


A Tode + u+ brasa 一 Q10' = 0, 


? —p(£)(2b2 + 9b1) + 3b2 + 9b1 0 
b2 f Gë, Cher 57 -tk 
p(€) 由 下 式 确 定 


p(&) 1 
i E 
81b: (b3 + 3b) b2 (202 + 9b1)2m3 — 2762 + 3b))9(n — 1) ” 
= — In(3bie* + 3A) (b2 + 3b1) + 3kabi. 


(ii) az = 0, bı = 0, bo Æ 0, 


: t ker 
u= ks E e bo (re : 十 bo? - ka) tan (2) 


bat 
—ü8s be buo 
b2 
和 
u 一 一 al (kaebzt — ka) earz+ks — agg + kz + kiet 一 (bs tuje ` We 
2 
(iii) a — 0, by — 0, ba — 0, 
1 k 1 
u = | =? — kat + k4 ) ks tan ks (z + ke) 十 —bst” — gar + kıt + ka 
2 Zo 2 
和 


dE ai(ka 一 - kat)e?: 7 **s 十 m hg — a3T + kıt + kə. 
(iv) az #0, bı = 0, b2 = 0, 


2 t? 
u- [es qu ka) d gaming + P + kit + i| gcc — 28 
205 205 a2 


5.6 小 Sé 


其 中 a(x) 满足 
A | etas 一 a2(Qalia- 十 ba 一 0102)e^?7 Lues. 


(v) azb2 7 0, b — 0, 


E (kaet + Abat + À — k4) f e *?2* dz 


+ kebät 
ba oz : 


u= e 22T | 


其 中 a(x) 满足 
A | eas — a»(a1a' + ba — a1a2)e??* + p — 0. 


(vi) a9bi Æ 0, 


u= (r: = T gain et os Vui je de 


a2 


efron 


 Afeserteiegs o p 
biaz biaz |” 


其 中 alx) 满足 


入 a e*^**?^ dz — (a1a2a' + baa2 — biag — a1a2?) e*?* + p — 0. 


5.6 小 结 


对 于 非 线 性 演化 方程 , 我 们 提出 了 DDFSS 的 概念 . 以 一 般 非 线性 扩散 方程 .KdV 
型 方程 和 波动 型 方程 为 例 , 利用 GCS 方法 给 出 这 些 类 型 方程 具有 DDFSS 的 完全 
归 类 , 然后 通过 求解 DDFSS 假设 (5-170) 得 到 了 所 列 分 类 方程 的 严格 解 . 该 方法 还 
提供 了 DDFSS 的 对 称 群 解释 . 由 于 在 假设 (5-170) 中 包含 了 因 变 量 的 导 函 数 , 该 方 
法 直接 推广 和 涵盖 了 FSS 及 所 有 结果 , 由 此 出 发 得 到 一 大 批 能 用 一 般 非 线性 分 离 
变量 程序 可 解 的 新 的 非 线性 模型 , 给 出 了 某 些 已 知 模型 的 新 解 . 通过 DDFSS 方法 ， 


发 现 了 一 些 复杂 非 线 性 扩散 方程 的 某 些 不 同类 型 的 局 域 激发 . 


尽管 分 离 变 量 方法 在 各 个 方向 有 所 进展 , 却 仍然 不 够 完美 . 还 有 一 些 重 要 谍 题 


有 待 研 究 . 最 重要 的 问题 之 一 是 如 何 统一 现 有 的 非 形式 分 离 变 基 法 ? 
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或 许 , 能 够 提出 最 一 般 的 统一 的 分 离 变量 假设 
f(z, 22,77: ,U, Uzis Uzizji NN > g(z1, T2, e ,Gj, G je, , GIE tie )， (5-336) 


XH u = ulti, T2, En) Gj 三 Gil- Em) Ek = Ekli, ,Tn) (k = 
1,… ,mj,mj < 3)， 虽 然 现 有 的 所 有 分 离 变量 假设 都 是 (5-336) 的 特殊 情形 , 但 
是 不 同 的 分 离 变量 法 的 实施 步骤 不 同 . 可 和 否 找到 一 个 通用 的 方法 , 譬如 ,GCS 方法 ， 
来 实施 一 般 的 分 离 变量 假设 (5-336)? 

对 于 一 般 的 分 离 变量 假设 (5-336), 还 需 阐 明 它 在 变换 下 的 等 价 问 题 ， 例 如 ， 
(5-336) 的 特殊 形式 


Tir, £2, ,Us Ug s Uzazi”) 
一 g(T1,722,::: , Zn, Ó1(21), IER ; Ọn(Tn)) (5-337) 
等 价 于 形式 
F(zi,29,:-- ,Us Uzi, Uziz) 
= G(21,72,: We Zn, nä, V» (ya). - Ma ;Vn(yn)). (5-338) 


其 中 yi = yi(11,22,:::,25) (i = 1,2, n) 是 (21,22, ,Tn} 的 任意 函数 , 因为 可 
做 变换 Ir, za, g ;Zn] e ly Y2" us , Ma Ä. 
更 特殊 地 , 本 章 中 的 分 离 变量 假设 (5-170) 等 价 于 


F(u, zguz + teut) = G(a(£) + b(7)), (5-339) 


其 中 g= Els, t), T - r(z, t) 是 iz, t} HJER Xa, b 是 5T 的 任意 函数 ,G 是 a+b 
的 任意 函数 ， wv z(£, T); t= t(£, 7) 由 g 一 El, t), ne r(z, t) 的 道 变 换 确 定 . 与 假设 
(5-339) 相 联系 的 可 分 离 变量 方程 通过 变换 z Elx, t) 和 上 一 r(z, 昌 可 以 很 容易 地 
GEI 

总 之 , 对 非 线性 分 离 变量 法 , 特别 是 导数 相关 汉 函 分 离 变 基 法 , 还 有 待 于 进一步 
深入 研究 . 
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在 非 线性 问题 的 研究 中 , 分 离 变量 法 的 推广 是 多 种 多 样 的 . 本 章 着 重 介绍 一 种 
具有 广泛 应 用 的 形式 分 离 变 其 法 . 这 种 方法 首先 由 曹 策 问 教授 建立 于 1+1 维 Lax 
可 积 模型 , 并 称 之 为 非 线性 化 方法 . 之 后 程 艺 教授 和 李 逆 神 教 授 将 这 种 方法 推广 到 
2--1 维 Lax 可 积 系统 , 并 称 之 为 对 称 性 约束 方法 . 一 方面 这 种 方法 在 可 积 系 统 的 严 
格 求解 理论 方面 不 断 向 纵深 发 展 , 几乎 所 有 的 重要 Lax 可 积 模型 的 代数 几何 解 都 已 
经 被 这 种 方法 成 功 获得 ; 另 一 方面 , 这 一 方法 也 向 非 线性 系统 的 其 他 方面 发 展 , 如 
经 典 r 矩阵 的 研究 , 含 自治 源 非 线性 系统 的 研究 , 在 不 可 积 系 统 的 推广 和 相似 约 化 
中 的 应 用 等 等 . 本 章 就 可 积 系统 的 非 线 性 化 方法 、 对 称 约束 法 、 不 可 积 系统 的 形式 
分 离 变 量 法 和 相似 约 化 等 几 方面 开展 讨论 . 


6.1 Lax 对 的 非 线 性 化 方法 
为 了 简单 起 见 , 取 KdV 方程 


Ut 一 uu; — Urre = 0 (6-1) 
为 例 来 说 明 非 线性 化 方法 的 基本 思想 . 
KdV 方程 的 Lax 对 为 
Wzrz + uy = Av, (6-2) 
OU — 2(u EE A, "x Uus. (6-3) 


Lax Xf (6-2) 和 (6-3) 也 可 以 写成 两 分 量 形 式 


(7) ( - ALA dé 
(0) N A-u 0 ro) 
中 i —üzz — 2(u — À)? Ur 中 


显然 , Lax 方程 (6-2) 和 (6-3)( 或 (6-4) 和 (6-5)) 对 谱 函 数 来 说 都 是 线性 的 
非 线性 化 的 基本 思想 是 给 出 一 个 合适 的 约束 


u = f (Vi, di, EA STOP (6-6) 
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其 中 vio; 为 谱 参数 A, 的 谱 函 数 . 将 (6-6) 代入 Lax 对 (6-4) 和 (6-5) 可 得 


( Vi ) E ( $i (6-7) 
$i / (Ai — Thi 


( yi ) ` ( 2X + 用 4 + (Bifu, + Os — fas) (6-8) 
i 2(2X? — f? — Aif Ui (6j fu, F4 — Pl) - Avi J 


Az (v; - f) 20kfo o; Fri — f)fo,o. — Vfo,fo.] 
Ti (pk foo, — Vkfo;fox)] + Aj — F) afu, + eifo). (6-9) 


为 记号 方便 , 除 特别 说 明 外 本 章 中 的 所 有 公式 采用 爱 因 斯 坦 的 重复 指标 求 和 规 
Wil, 如 


N 
Pk fv, 三 3 和 Jo (6-10) 
k=l 
但 本 章 中 所 有 谱 参 数 的 指标 对 求 和 不 起 作用 , 即 


N 
Ni 天 M Ar, ” (6-11) 


i—l 
显然 , 方程 组 (6-7) 中 仅 显 含 空 间 坐 标 z, 而 (6-8) 中 仅 显 含 时 间 坐 标 t. 由 于 
f 是 {w,9} 的 函数 , 所 以 (6-7) 和 (6-8) 都 是 有 限 维 非 线性 系统 , 从 而 原来 线性 的 
Lax 对 被 非 线性 化 ， 因 此 被 称 为 (Lax 对 的 ) 非 线性 化 方法 ， 一 般 来 说 , 一 组 函数 
(vi. 6; (i 9 1,.… , N)) 要 满足 两 组 方程 (6-7) 和 (6-8), 对 于 任意 的 f, 这 两 组 方程 往 
往 是 不 自 洽 的 . 由 于 原始 的 Lax 对 的 相 容 性 条 件 是 u 是 KdV 方程 的 解 , 所 以 (6-7) 
和 (6-8) 的 相 容 性 条 件 即 为 由 (6-6) 给 定 的 u WE KdV 方程 , 从 而 给 f 以 一 定 的 限 
制 条 件 . 利用 (6-7) 和 (6-8) 可 以 证 明 这 一 相 容 性 条 件 为 
(Ai ~ f) (fuii — fu o, bihi) — dodrun, + (0i; + viV;f) fv E, 
十 [E PiPk — ViVkf) fo, + 39i (Ài — Iw fo, — 9Vibk (Ai — f) 6i fois wr 
+ (39iójók fu, + 3s — f) Wivi(f — Aal — pipil} Lag, — lit 
tvi (2f — 3X) 65] fe. fo; — 3bivjóx (Aji — 2f + f?) foco us, 
-3yi [jk (Ai — f) fo, — (Àj ~ 2f Ai + f?) 9] foit; 
Tyn;V Aj — Ar) for Ja, + (Aj — f) (Ai — 3f 2I) foio,] fo, 
tU = Ar) [(f — A) — Ai) fogp. — 30; forfo] Vive 0. — (6-12) 
根据 上 述 讨论 , 可 以 得 到 下 述 定理 : 
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定理 6.1.1 如 果 f 满足 自治 条 件 (6-12), (Vi, 6; (i = 1,… N)) 是 满足 两 个 
相 容 的 有 限 维系 统 (6-7) 和 (6-8) 的 解 , W u = f 是 KdV 方程 (6-1) 的 解 . 

根据 定理 6.1.1, 利用 两 个 相 容 常 微 系统 的 求解 即 可 求 得 偏 微分 方程 (KdV 方 
程 ) 的 解 . 现在 剩 下 的 问题 是 

(1) 如 何 从 相 容 性 条 件 (6-12) 挑选 合适 的 f? 

(2) 对 于 给 定 的 f, 如 何 求解 常 微 系统 ? 

这 里 仅 讨论 了 是 $ 无 关 的 情况 . 在 f 是 % 无 关 的 条 件 下 ， 


fo, = 0, (6-13) 
从 而 (6-12) 简化 为 
o Qi - f) (uidi — fuu, bihi) — Didi Ju, dain = 0. (6-14) 
不 难 证 明 (6-13)~(6-14) 的 一 般 非 平庸 解 为 
N 
IK (6-15) 
i=1 
将 (6-15) 代入 (6-7) 和 (6-8) 得 
, Vix = Di, (6-16) 
$iz = (Ai — Y?) Vi (6-17) 
及 
Vit = 2 (vj + 2i) $i — 26;vjóoi, (6-18) 
Pit = 2 (2AF — 245) Vi + 20500; - 20 + A) 2i, i 1,2, ,N. (6-19) 


曹 策 问 教授 等 对 大 量 的 可 积 系统 非 线 性 化 后 的 常 微 系统 作 了 深入 系统 的 研究 ， 
并 得 到 了 所 有 这 些 系统 的 代数 几何 解 . 此 处 不 作 展开 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 他 们 
的 论文 或 专著 . 


6.2. 对称 约 束 法 


上 一 节 从 一 般 的 可 能 约束 出 发 给 出 了 Lax 对 的 相 容 的 非 线性 化 . 在 曹 策 问 教 
授课 题 组 完成 1+1 维 可 积 系 统 的 非 线性 化 研究 后 , 程 艺 教授 和 李 阐 神 教授 将 该 方 
法 推广 应 用 到 2+1 维 可 积 系统 , KP 方程 , 并 称 之 为 对 称 约束 方法 . 本 节 就 KP 方程 
的 对 称 约束 问题 及 相关 问题 作 一 详细 的 论述 . 
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KP 方程 
Uzt + (Uzzz 一 6uUUz)z t+ 3uyy = 0 
的 Lax 对 为 


Vrr — uY + Yy =0, 


Vt 十 4Wczz — uYr 一 3 c - f) v -— O0. 


由 KP 方程 y 坐标 的 反射 对 称 性 (y 一 -9 易 知 其 有 一 对 偶 Lax 对 


Prr = up” m Vy 一 0, 


yi AVI. — buyt — 3 (v. A I uydz) do —0. 


KP 方程 的 对 称 o 定义 为 其 线性 化 方程 
Get 十 (azzz — Boite — Bug, le + 30yy = 0 
的 解 . 
类 似 于 上 一 节 , 可 以 研究 一 般 相 容 约 束 
u = f(y, v"). 


但 是 此 处 仅 考虑 对 称 约束 的 情况 . 
对 于 对 称 约束 , 有 下 述 定理 ; 
定理 6.2.1 KP 方程 的 Lax 对 在 对 称 约束 


Uz 一 y. u = foa 
下 是 相 容 的 . 
WEBA 即 要 证 明 在 约束 (6-27) FRI 


Vyt -= Wty 


等 价 于 o 满足 对 称 方程 (6-25). 
将 (6-27) 代入 Lax 对 (6-21) 和 (6-22) 得 


vu 9 | odz - gen 


Vt = 6v; ji odz + 3 G 一 J f SËCH . 


(6-20) 


(6-21) 


(6-22) 


(6-23) 


(6-24) 


(6-25) 


(6-26) 


(6-27) 


(6-28) 


(6-29) 


(6-30) 
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从 (6-29) 可 得 


Vw get +b [mida s | odz 


= Di ( f às) t d odz (e 一 10V-zz — 3v f | SEH 


+3(0oy e Ozrz)y 一 Lie, — 190 Yz. (6-31) 


从 (6-30) 可 得 
Pty = —AVzzzy + 3(Vo), +6 (v. J 2) Se 3 (v / 2) 


—6vy. ( / oar) + / odz C — 10y44. — 3v J i vice 


T6; f 0ydz + 3Wzz f f ouydzdz — 3v f Oyydzdz + 4Wzzzzz 


+3(0y ET 40 54 )U — 120zV, — 150 5,. (6-32) 
(6-32) 减 去 (6-31) 即 得 
Pty — Vyt = Gas + / ozt — 60 / cdz 十 3 f / cyydzdz. (6-33) 


另 一 方面 , 将 (6-27) 代入 KP 的 对 称 方程 (6-25) 并 积分 两 次 即 得 到 与 (6-33) 相同 的 
结果 . 因此 (6-28) 成 立 . 

根据 定理 6.2.1, 只 要 找到 一 个 与 Y A y 相关 的 对 称 , 就 可 以 得 到 一 个 相 容 的 
非 线性 化 的 低 维系 统 . 文献 [147] 对 与 多 和 v* 相关 的 对 称 作 了 一 个 比较 完整 的 描 
È. 这 里 给 出 一 个 简单 的 对 称 定理 : 

定理 6.2.20 KP 方程 具有 谱 函 数 相关 的 非 局 域 对 称 


M N 
g 一 VW Diet, z» (6-34) 
i-1 j-1 


其 中 Qij (i em 1,2,- us ,M,j == 1,2,'-: , N) 是 任意 常数 ， Yi 是 Lax 对 (6-21) 和 (6-22) 
的 解 , W* 是 对 偶 Lax 对 (6-23) 和 (6-24) 的 解 
证 明 首先 证 明 


o = Da" A, (6-35) 
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是 KP 方程 的 对 称 . 
将 (6-35) 代入 KP. 的 对 称 方程 (6-25) 的 左边 有 


Verbi, — 12 (2ps + Ves Falle — 6 (VV; + eil Uza 


OVV, 十 (2W%2 十 Bahn + Aa lä 一 2(5% 一 3UY*) Vez 


+ (YE + 10924.) Vas 十 (3Wzws — Gut ui 十 多 zt Viris) V 
T (Virzz 十 Wzt 十 3Uyy), d T (22: T OU rrr T SU CN 
十 6yzyWy = 18u(Wwz)z. 


将 (6-22) 和 (6-24) 代入 上 式 得 
[vw + (2%zz — wa ln — (2Uzz + uj)w + Vw, +Y Gu 十 Wozz ~ Yver], 


其 中 
V E Yy Vs — uY, w E= pi — Vis + Uy”. 


所 以 由 (6-21) 和 (6-23) 知 (6-37) ESFE. 即 (ww*)z 是 KP 方程 的 对 称 . 


最 后 根据 对 称 方程 的 线性 性 质 , 任何 对 称 的 线性 全 加 仍然 是 对 称 . 
利用 上 述 定理 6.2.1 和 6.2.2, 很 容易 将 Lax 对 相 容 地 约 化 成 


Viy = —WVirzz + Omn Un Vr Vi, 1 = 1,2,..…,N, 
Vi, = Viza 2 Gmn Un Ur, 5 ; 7 — 1,2, dii, M 


Vit e —AVirzrz 十 amn (Yn Ae Le V, i 一 1,2, ttt N, 
Vt eg ege A VE 十 Gmn Un (7,7 Je j = A 2, > WAA M. 


(6-36) 


(6-37) 


(6-38) 


(6-39) 
(6-40) 


(6-41) 
(6-42) 


有 意思 的 是 , 当 M =N = 1 时 , (6-39) 和 (6-40) HIII (y 一 
Iy = V 一 1y), 而 (6-41) 和 (6-42) 正 是 一 般 的 修正 KdV 方程 . 也 就 是 说 , 当 M = 
N = 1 时 , (6-39)~(6-40) 和 (6-41)~(6-42) 正 是 著名 的 AKNS 梯队 的 第 一 和 第 二 个 


非 平庸 模 型 . 


可 以 证 明 一 般 N+M 分 量 的 AKNS 系统 (6-39), (6-40) 和 (6-41)~(6-42) 都 是 


可 积 的 [67]. 


值得 注意 的 是 , (6-39)~(6-40) PEAKE t, 而 (6-41)~(6-42) 不 显 含 空间 坐标 y, 
因此 这 种 方法 也 可 以 看 成 是 一 种 非 线性 系统 的 分 离 变 量 法 . 由 于 vs v7 都 是 zx,y,t 
的 函数 , 并 没有 真正 把 变量 y 和 + 分开 , 因此 我 们 称 此 方法 为 形式 分 离 变量 法 . 
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更 进一步 ,利用 AKNS 系统 (6-39)--(6-40) 和 (6-41)~(6-42) 的 Lax 对 可 以 将 这 
两 个 系统 进一步 作 形 式 变量 分 离 . 此 处 不 再 讨论 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 相关 文献 
[136]. 

显然 , 从 前 面 的 讨论 可 以 知道 这 一 方法 依赖 于 Lax 对 的 存在 , 但 是 绝 大 多 数 非 
线性 系统 并 无 非 平庸 的 Lax 对 存在 . 因此 , 我 们 的 问题 是 非 Lax 可 积 模型 是 否 可 以 
用 形式 分 离 变量 法 求解 . 下 一 节 将 从 一 种 不 同 的 角度 理解 形式 分 离 变 量 法 , 从 而 达 
到 建立 一 般 形式 分 离 变 量 法 的 目的 . 


6.3 不 可 积 系统 的 形式 分 离 变量 法 


实际 上 , 上 两 节 论 述 的 形式 分 离 变量 法 究 其 本 质 是 用 一 组 自 洽 的 超 定 的 形式 上 
变量 分 离 的 低 维 方程 来 求解 高 维 非 线性 方程 . 具体 地 说 , 为 了 得 到 n+l 维 非 线性 
方程 


F(t, £1, fa, Zn; U, Uzi) Uzmjst s Uti Tigin )= F(u)=0 (6-43) 
的 形式 分 离 变量 解 , 可 以 做 下 述 变量 分 离 假设 ， 


qo AA $-0,L» 5, 2951, (6-44) 


其 中 
E (Din, V2, -- VM)? 


和 
K; = K:(Y) = (Ka, Kiste Kiu), i=0,1, -n 


ht M 分 其 的 不 显 含 坐标 变量 Ti (i SS 0， 1, ex ,N) Dirt ben, 上 标 dh 表示 和 矩阵 的 
转 置 . | 
N 个 变量 分 离 的 超 定 方程 (6-44) 的 相 容 性 条 件 


Vz,z; am V, iz; 
要 求 所 有 的 Ki 都 对 易 , 即 
[Ki, Ki] — K;K; 一 K;Ki = M [K;(V 十 EK;) Ss K;(V 十 ek: Sek (6-45) 
最 后 需要 知道 u 与 下 之 间 的 联系 使 得 
u = U(V) (6-46) 


满足 原 非 线性 方程 (6-43). 
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对 于 可 积 模型 , 人 们 通常 首先 给 定 原 高 维 模型 的 约束 方程 (如 对 称 约束 ), 然后 
从 Lax 对 得 到 低 维 的 可 积 模型 , 再 对 得 到 的 低 维 可 积 模型 施行 非 线 性 化 操作 直到 最 
后 将 独立 变量 形式 分 离 , 由 此 同时 得 到 了 Ki U(V). 

而 对 不 可 积 模 型 , 可 以 首先 给 定 Ki, 然后 由 原 方 程 来 确定 U(V). 

具体 地 , 以 一 个 含 源 修正 KdV-Burgers(MKdVB) 方程 


P Q 
ut 十 Kë GpUP Uz 十 CUzzz 十 YUzz = Kä bou? (6-47) 
p=1 q—1 


为 例 来 说 明 问题 . 上 式 (6-47) 的 左边 对 应 于 通常 的 MKdVB(p > 1) 3 KdVB(p = 1) 
方程 , (6-47) 的 右边 是 源 项 ， 兰 慧 彬 博士 和 汪 克 林 教 授 用 tanh 函数 展开 法 研究 过 
(6-47) 式 的 三 种 形式 的 特殊 情况 : 

{7 一 Da = 0, P = 2, Q = 3}, FS 1,Q = 0}, e e 0, Ps LO = 3), (6-48) 


K 9 Sr ët 
简单 起 见 , 仅 取 V A Ki (i = 1,2) 是 单 分 量 的 情况 , BI M = 1, 从 而 形式 变量 
分 离 方程 为 


V. 2 Ki(V), (6-49) 
V, SS K»5(W), (6-50) 

其 中 严 = 亚 (z,t) 是 {x,t} 的 标量 函数 , K;(V) = K; (i = 1,2) 是 满足 
(Ki, K2) 2 0 (6-51) 


的 更 的 函数 . 
在 单 分 其 的 情况 下 , (6-51) 的 仅 有 的 可 能 解 为 


Ko = wK. (6-52) 


将 (6-46), (6-49), (6-50) 和 (6-52) 代入 (6-47) 可 得 下 述 决 定 Ki 和 U 的 常 微分 
方程 : 
P 
w KiU' + KiU’Y apU? + cKi(U" K? +3K,K{U" 


p=1 


Q 
FKÍKTU' + KPU’) - 4Ki(KiU" + KiU’) = 》 bU". (6-53) 
gel 
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从 方程 (6-53) 可 知 , 两 个 任意 函数 Ki 和 U 只 需要 满足 一 个 方程 . 因此 可 以 先 
选 定 一 个 函数 , 然后 由 (6-53) 来 决定 另 一 个 函数 . 如 , 可 以 选取 


J 
25350 7: (6-54) 
j=0 
REMERA 
U - > U;V; (6-55) 


来 求解 (6-53). 如 果 取 J= 1 或 J= 2, 那么 上 述 展 开 等 价 于 很 多 作者 采用 的 指数 
函数 展开 法 、tanh 函数 展开 法 或 Riccati 方程 展开 法 . 

在 某 些 特殊 的 非 线 性 或 源 (特殊 的 ap 和 ba) 的 情况 下 , ERZ (6-55) 可 能 被 截 
断 而 成 为 严格 的 显 式 解 


R 
Gë KS U,V.. (6-56) 


通常 情况 下 , 孤立 子 或 孤立 波 是 由 于 非 线性 和 色散 的 平衡 而 形成 . 在 有 源 CRUCE 
景 相互 作用 ) 的 情况 下 , 孤立 波 的 形成 可 以 有 四 种 机 制 : 

(1) 色散 效应 和 非 线性 效应 的 平衡 ， 

(2) 色散 效应 和 背景 相互 作用 的 平衡 ， 

(3) 非 线性 效应 和 背景 相互 作用 的 平衡 ， 

(4) 色散 、 非 线性 和 背景 相互 作用 的 共同 效应 . 

通过 仔细 分 析 可 以 知道 由 这 些 机 制 形成 具有 (6-54) 和 (6-56) 形式 的 孤立 波 的 
条 件 . 

(i) 由 色散 效应 和 非 线性 效应 的 平衡 形成 孤立 波 的 条 件 为 


(P+1)R+J-1=R+3J -3» QR, (6-57) 
RAjapUÈ+t! = —cASURR (((R — 2) + 3J] (R — 1) + J(2J — 1)); (6-58) 


(ii) 由 色散 效应 和 背景 相互 作用 的 平衡 形成 孤立 波 的 条 件 为 


(P--1)R-J-1« R3J -3- QR, (6-59) 
baUB = cASURR INR — 2) + 3J] (R — 1) + J(2J — DJ; (6-60) 

(iii) 由 非 线性 效应 和 背景 相互 作用 的 平衡 形成 孤立 波 的 条 件 为 
(P+1)R+J-1=QR>R+3J-3, (6-61) 


OUR = RAjapUk *; (6-62) 
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(iv) 由 色散 效应 、 非 线性 效应 和 背景 相互 作用 的 共同 平衡 形成 孤立 波 的 条 件 为 


(P+1)R+J-1=QR= R43J - 3, (6-63) 


bQUA = RA;apUg '! + cASURR([(R — 2) + 3J] (R — 1) + J(2J — 1)). 


(6-64) 
下 面 就 J= 2 的 情况 给 一 些 特例 . 
TE J — 2 的 情况 下 , (6-49) 和 (6-50) 的 一 般 解 为 

ia V1 exp |(Y2 — v1) A»(z + wt + xo)] + v» (6-65) 


1 + exp [(Vo — V1) A»2(z + wt + zo)] 


其 中 zo 是 任意 常数 ， 


1 1 
pi = ER (Va — An A2 -A). Vo = ZA, (va 一 4404， -41) ; 


6.4 ”对 称 性 约 化 


对 称 性 约 化 或 条 件 对 称 约 化 是 寻求 高 维 非 线性 系统 严格 解 的 最 基本 方法 之 一 . 
有 意义 的 是 , 前 节 建 立 的 一 般 形 式 分 离 变 量 法 也 可 以 成 功 地 用 来 做 对 称 性 约 化 . 

正如 任何 自治 系统 或 任何 具有 时 空 平 移 不 变 的 系统 都 具有 一 个 常 微 行 波 约 化 
一 样 , 利用 形式 分 离 变 量 法 , 上 一 节 的 结果 显示 , 如 果 选 择 更 是 单 分 量 的 , 则 任何 自 
治 方程 都 可 以 约 化 成 一 个 常 微 系 统 (如 (6-53)). 

类 似 地 可 以 证 明 , 任意 高 维 可 积 模型 都 可 以 利用 相 容 的 形式 分 离 变量 假设 约 化 
成 低 维 方程 . 实际 上 , 采用 两 分 量 的 形式 分 离 变 量 假设 可 以 将 任何 高 维 方程 约 化 成 
二 维 方程 , 采用 三 分 量 的 形式 分 离 变量 假设 可 以 将 任何 高 维 方程 约 化 成 三 维 方程 . 

对 于 两 分 量 亚 = (w,9) 的 情况 , 有 下 面 的 定理 : 

定理 6.4.1 任意 HEN. 阶 偏 微分 方程 


F(u, Uri) ak Urn; Urirj) DOM. He, zi zy) Xx 0 (6-66) 


均 可 被 相 容 的 形式 变量 分 离 假 设 


6.4 对 称 性 约 化 . 245 . 


约 化 为 一 个 二 维 N 阶 系统 


Fi(vy, bh U, Ze? Uy, SÉ ,UyigN-i-5, vv Ui N-i, xliii ) 一 0, (6-69) 
其 中 Ku 和 Kzi y v RI o 的 函数 , 方程 (6-66) 的 解 即 为 (6-69) 的 解 
w= Uw,9). (6-70) 


证 明 定理 的 证 明 是 显然 的 , 只 要 将 


Uzir;emrye 一 (KiliOy, 十 K5;05)( K1j0, T K5,05) Dë? (Kikôy m Kok) cU (6-71) 


代入 (6-66) 即 可 . 
具体 地 , 以 2+1 维 非 线 性 Klein-Gordon 方程 
Utt — Uzr — Uyy 十 G(u) 二 0 (6-72) 
为 例 加 以 说 明 . 


对 于 任意 的 Glu) 0, (6-72) 是 不 可 积 的 . 为 了 利用 形式 分 离 变 量 法 约 化 方程 ， 
首先 引入 三 个 相 容 的 形式 分 离 变 量 假设 


WE (6-73 

9 e Lid, di 

MÉ ege (6-74 
P E. go(v, $) 

( V ) " ( hi) k TES 
d t bai, éi 


从 而 相应 的 二 维 约 化 为 


(hi — f? — Él  (h3 — f2 — 92)Uso + 2(hiha — fifa — g192)Uvo 
+[(h? — f? — glo + iy — fofig — g2919]Uv 
+[(h3 — of + hihos — fı f2¢ — 91929]U 4 + G(U) = 0. (6-76) 


下 一 步 需要 解决 的 问题 是 如 何 确定 相 容 的 约 化 (6-73) (6-75). 仔细 分 析 后 得 
到 下 述 两 种 有 意义 的 非 平 庸 的 情况 . 


对 于 第 一 种 情况 , 有 
= G(v, din, (6-77) 
g2 = G(v, ó)ha, (6-78) 
fı = eG(v, ó)hi, (6-79) 


f2 = cG(v, ó)ha, (6-80) 
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其 中 G = G(w,9) 满足 
hiGy 十 hG = 0. (6-81) 


由 于 (6-77)~(6-80), 可 以 证 明 这 种 二 维 约 化 等 价 于 直接 取 
y 十 CT 


d Eet, Ach 
从 而 相应 的 二 维 约 化 为 
二 (6-82) 
对 于 第 二 种 情况 , 有 

9 - Gf. (6-83) 
g2 = Gf2 + Go 5h (6-84) 
hi - (n eG)f. (6-85) 
ha = (c1 + c2G)fa + eG, PA, (6-86) 

其 中 G 是 少 的 任意 函数 , fi E v o 的 任意 函数 , 户 和 fa 由 下 式 
Kai = (fr Das — (Fre (In G4), (6-87) 


联系 . 

在 这 种 情况 下 , 非 线性 Klein-Gordon 方程 (6-72) 的 约 化 包含 了 一 个 二 维 任 意 
函数 (fa RI. fo 中 的 一 个 ) 和 一 个 一 维 任意 函数 (G). 因此 非 线性 Klein-Gordon 方程 
(6-72) 有 一 个 相当 一 般 的 二 维 约 化 (6-76), 其 中 gi, go, hi, ha 及 f2 由 (6-83)~(6-87) 
给 定 . 但 是 要 求解 如 此 复杂 的 约 化 方程 仍然 是 非常 困难 的 . 本 章 不 再 深入 讨论 . 实 
际 上 , 任何 自治 的 三 维 非 线 性 系统 都 可 以 利用 此 方法 约 化 成 二 维系 统 . 
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解决 线性 问题 的 另 一 强大 手段 是 傅 里 叶 变换 法 . 相 比 于 分 离 变 量 法 , DRE n E 
换 法 在 非 线 性 物理 中 得 到 了 更 为 系统 的 推广 , 被 称 为 反 散 射 方法 (inverse scattering 
transformation (IST)). 本 章 首先 简要 回顾 线性 系统 中 的 傅 里 叶 变 换 ， 然 后 重点 介 
绍 非 线 性 系统 的 傅 里 叶 变 换 , 其 中 包含 了 最 新 的 研究 报道 , 即 有 限 区 域 上 的 傅 里 叶 
变换 . 


7.1 线性 系统 的 傅 里 叶 变换 


设 f(z) 是 定义 于 区 间 —oo < z < co 上 的 非 周 期 函数 , 如果 满 足以 下 两 个 
条 件 : 

(i) Æ z 的 任何 有 限 区 间 上 , f(z) 是 分 段 光 滑 的 , 而 且 至 多 具有 第 一 类 间断 点 ; 
换言之 , f(z) 在 任 一 有 限 区 间 上 满足 Dirichlet 条 件 ， 

(ii) f(z) 在 (—o0, 00) 上 绝对 可 积 , 即 (75. |f(z)ldz 收敛 ， 


那么 就 有 

Toi e x d F(w)e*"* du, | (7-1) 
其 中 

F(w) = ^ ril f(z)e "^" dz. (7-2) 


(7-1) 式 的 右 端 称 为 f(x) BREER, (7-2) APA f(x) REER, f(z) 和 
F (w^) 分 别称 为 傅 里 叶 变换 的 原 函 数 和 像 函 数 ， 

傅 里 叶 变换 具有 一 些 基 本 性 质 , 如 导数 定理 、 积 分 定理 、 相 似 性 定理 、 延 迟 定 
理 、 位 移 定理 和 卷 积 定理 等 05 137]. 

二 维 或 三 维 或 更 高 维 无 界 空间 的 非 周期 函数 可 以 展开 为 多 重 传 里 叶 积 分 . n 维 
空间 中 的 非 周期 函数 fie, zz. ,zn) PISIS n 重 傅 里 叶 积分 


f(zi,z2,: dis Tn) 


oo oo i e WnTn 
-| "| Ein, w2… wn)e "^ dwidw2.:. dwn, (7-3) 
一 DO 一 GO 
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其 中 nn Hg Hips 


F(u1,02,::- Wn) 
oo —i ya Gin Te 
(cm? f -f fin, po, ,Tn)e m=! dzldzz.…dzn. (7-4) 
一 CO 一 DO 


前 面 给 出 的 傅 里 叶 变换 都 是 复数 形式 的 . 对 于 具体 的 物理 问题 , 我 们 也 可 以 将 
函数 进行 实数 形式 的 健 里 叶 变 换 . 实际 上 就 是 把 上 述 傅 里 叶 变换 中 的 指数 函数 展 
开 成 正弦 余弦 函数 , 然后 进行 计算 . 

线性 问题 可 以 由 色散 关系 来 表征 ， 因 此 在 利用 线性 傅 里 叶 变 换 计 算 时 可 有 
图 7-1 表示 的 一 个 简单 图 解 关系 . 


diem — PEMER ` Aug 


w (k) 


W (z, t) V, (k, f) = v (k, 0) e^ 
逆 傅 里 叶 变换 
图 7-1 线性 傅 里 时 变换 方法 图 解 


在 此 给 出 一 个 利用 傅 里 叶 变 换 方 法 求解 一 个 无 界 杆 的 热传导 问题 的 例子 . 无 界 
杆 的 热传导 问题 可 以 由 下 述 方程 


Ut 一 Ruzrz 一 zt)， 一 oo<Z<oo，t>0 (7-5) 

及 初 值 条 件 
ult=0 = 0, —oo« rz «oo (7-6) 

和 边 值 条 件 
u|z> 一 +oo — 0 (7-7) 


描述 . 假设 ulm, t) 的 傅 里 叶 变 换 存 在 , 为 
U(w,t) = Xx I: u(x, t)je *"* dz, (7-8) 


并 设 
Pus SC i ` f, t)e toda. (7-9) 


7.2” 非 线性 系统 的 傅 里 叶 变 换 


对 定 解 问题 (7-5) 和 (7-6) 作 傅 里 叶 变换 后 , 利用 以 上 记号 , 可 得 


U (w, t)i + kw U (w,t) = F(w,t), 
U(w,t)|t=0 = 0. 
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(7-10a) 
(7-10b) 


方程 (7-10) 是 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 , 因此 很 容易 用 常数 变易 法 求解 得 其 解 


U(w,t) = em E F(w, t)e™ "de. 
0 
再 对 上 解 求 反 演 , 得 
u(z,t) z SC 三 U (w, t)e*"* du 


t ` 
= —— F (w, ie ^"^ at dr 
/| E. n 


利用 
7 | e» EE EE T e" (t-r) cos(wz)dw 
V 271 Je v 27 J- 
-| xi 
2k(t — T) 4k(t — 7) 
和 


f(z,t)— SC d F (uw, t)e'"* du, 
并 根据 傅 里 叶 变换 的 卷 积 公式 , 最 后 就 可 得 到 


ofla f 1&2. Lu 6-9 Lala: 
s.t» f {去 / wai. xp |- erje 


"m LU dl > 


(7-11) 


(7-12) 


(7-13) 


(7-14) 


(7-15) 


傅 里 叶 变换 也 可 以 应 用 于 求解 半 无 界 空间 和 有 界 区 间 内 的 偏 微分 方程 定 解 


问题 105, 137]. 


7.2. 非 线 性 系统 的 傅 里 叶 变换 


反 散 射 方法 也 被 视 为 非 线性 傅 里 叶 变换 , 主要 是 因为 它 与 线性 傅 里 叶 变换 方法 
的 求解 过 程 非常 类 似 , 比较 表示 非 线性 傅 里 叶 变换 方法 的 一 个 变换 关系 简 图 7-2 和 
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表示 线性 傅 里 叶 变换 方法 的 一 个 变换 关系 简 图 7-1 可 以 非常 清楚 地 观察 到 两 个 方 
法 存在 的 相似 性 , 而 且 在 线性 极限 下 就 可 以 退化 到 线性 傅 里 时 变换 方法 . 因此 , 反 
散射 方法 是 线性 傅 里 叶 变换 方法 在 非 线性 物理 中 的 一 个 成 功 推广 , 这 个 方法 最 早 是 
在 1967 年 由 Gardner, Greene, Kruskal 和 Miura 在 求解 KdV 方程 的 初 值 问题 时 提 
出 并 建立 的 7 , 之 后 被 成 功 应 用 到 了 诸多 可 积 模型 , 如 KP 方程 、DS 系统 、AKNS 
系统 等 等 . 也 有 不 少 书籍 详细 介绍 反 散 射 方法 , 如 [1]. 


£ 


y(z,0) 散射 数据 ep 


散射 数据 的 时 间 演 化 


V (z, t) S (G, t) 


Jc RC S 
”图 T2 EHE Hp K 7i EAR 
iX — H8 E ET E 1S7; RE 
iqt = qzz 一 2lal?q (7-16) 


的 反 散 射 方法 . 图 7-3 GA 5153. 5 13 2 3-PE TET NES 
要 内 容 可 参看 [3]. 


q (x, 0) 积分 性 程 N(x, k, 0) YA 


{p(k, 0), {k, C (0))7. 


时 间 演 化 


L3 Riemann-Hilbert 
gid EN N(x, k, t) 


tp (k, t), fk, C, (12,1 


图 7-3” 非 线性 薛 定 讼 方 程 的 区 散射 方法 图 解 


7.2.1 WEERA 
为 方便 用 反 散 射 方 法 求解 , WIERE ESD E (7-16) 改写 成 等 价 形式 
iqt = den — rg’, (7-17a) 
rss fe — 2qr?, (7-17b) 
其 中 ”= 一 9 


与 系统 (7-17a)~(7-17b) 相关 的 线性 本 征 值 问题 是 


v, = ( E (7-18) 
r ik 


7.2， 非 线性 系统 的 傅 里 叶 变 换 : 251 . 


其 中 v 是 一 个 二 分 量 的 向 量 v(z,t) = (uG)(z,b,uC)(z,b) .与 演化 方程 (7-17a)~ 
(7-17b) 及 本 征 值 问题 (7-18) 相应 v 的 演化 方程 为 


2ik? +i —2kq — iq, 
wl CAE 94. Ve (7-19) 
—2kr-rFir, -—2ik? — dor 


演化 方程 (7-17a)~(7-17b) 等 价 于 vzt = vis, 即 混合 导数 可 交换 求 导 次 序 . 
7.2.2 ” 正 散 射 问题 


如 果 z 一 coo Hj, g 和 7 快速 趋 于 0, 那么 散射 问题 (7-18) 的 解 可 以 由 边界 
条 件 


plz, t) ~ ( : je plz, t) ~ ( à bs T 一 一 oo， (7-20a) 


p(z, t) ~ ( ler plz, t) ~ ( 1 | 7 一 十 oo (7-20b) 


定义 . 事实 上 , 考虑 具有 常数 边界 条 件 的 函数 , 即 所 谓 的 “Jost 函数 ” 


M(z,k) = e'**o(z,k), M(x, k) = e-*"*(z, k), (7-21a) 
N(x, k) =e 'y(z,k) N(x, k) = e""y(z, k), (7-21b) 


将 使 得 运算 更 为 简单 方便 . 这 些 Jost 函数 (7-21) 是 积分 方程 


Miz, El = ( ) + J - G(x — z', k)Q(z', Eis, Edi. (7-22a) 
k (1 ) f. G. (x — z' Ets, k)N (a^ Edert, (7-22b) 
M(z,k) = ( : 4 i G (x — z', k)Q(z', Eis, k)da', (7-22c) 
Sen (1 ) L G_(x — a^, k)Q(z', k) Ñ (a, k)dz' (7-22d) 
的 解 , 其 中 
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格林 函数 


Gap gz! E ^ Gs) osi [ "` A 
式 中 
wer 5 
是 Heaviside Hr. 


方程 (7-22) 是 Volterra 积分 方程 , 从 这 些 方 程 可 以 确定 Jost 函数 的 性 质 . 利用 
迭代 方法 可 知 : 如 果 q,r e L'(R), 那么 Miz k) 和 N(x, k) 的 积分 方程 的 Neumann 
BPEL k PH (Imk > 0) 关于 z 和 大 都 绝对 和 一 致 收敛 . 同样 地 , M(x, k) 和 
Ñ (x, k) 的 积分 方程 的 Neumann 级 数 在 下 半 此 平面 (Imk < 0) 关于 z 和 大 都 绝对 
和 一 致 收 敛 (具体 的 证 明 参 见 文献 [4]). 因此 , Jost 函数 M (mr, k) 和 IN (m, k) 在 平面 
Imk > 0 上 是 复 变量 大 的 解析 函数 , HEF Imk > 0 上 连续 ; M(x, k) A N(x, E 
在 平面 Imk < 0 上 是 复 变 量 上 的 解析 函数 , 且 在 平面 Imk < 0 上 连续 . 

由 积分 方程 (7-22) 可 以 导出 Jost 函数 的 渐进 展开 式 , 分 别 为 


1 T 
ieu LG iz dar 
Mis, k) = | 2ik S Rm | + O(k7?), (7-23a) 


Sal 


1 十 E E q(z')r(z')dz' 
N(z,k) = | 2ik Jz | + O(k^?), (7-23b) 


are 
zd) 
N(z,k)— y pia FORTY; (7-23c)- 
1 一 zx / q(z')r(z')dz' 
za) 
M(z,k) = 1 re + O(k^?). (7-23d) 
1+ k d q(z^)r(z')dz' 
以 上 展开 式 在 大 丰 处 成 立 . 


现在 , 用 散射 问题 的 解 来 定义 仅 依赖 于 复 散 射 变 基 大 的 散射 系数 . 
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散射 问题 (都 具有 x 一 —oo 的 边界 条 件 ) 的 解 at, k) 和 At, k) 是 线性 无 关 的 ， 
因为 散射 问题 中 矩阵 的 秩 为 零 , 即 任何 两 个 解 的 Wronskian 都 与 x 无 关 . 


W(o, $) m um W (p(z, k), p(z, k)) =1, 
对 任何 u,v 有 
W(u, v) = u(Dy(9 uD, 
类 似 地 
Wio, 9) = lim W (ve, Kéis Ki = -1. (7-24) 


所 以 Latz, ki, äis, k)) 和 (U(z, k) p(z, k)) 是 (7-18) 的 两 组 线性 无 关 解 . 因为 散射 
问题 是 一 个 二 阶 线性 常 微分 方程 组 , 所 以 左 本 征 函数 (m, k) 和 ole, k) Ruiz, k) 和 
(x, k) 的 线性 组 合 , 反之 亦 然 . 

线性 组 合 的 系数 依赖 于 k, 所 以 


p(T, k) — b(k)U(z, k) + a(k)i(z, k), (7-25a) 
(z, k) =ā(k)p(z, k) + b(k)u(z, k) (7-25b) 


对 任何 大 都 成 立 使 得 这 四 个 函数 都 存在 . 特别 地 , (7-25) 在 直线 Imk = 0 上 成 立 , 并 
在 直线 上 定义 了 散射 系数 alk), a(k), bk) 和 bk). 

利用 方程 (7-25) 和 Wronskian 对 z 的 不 变性 , 在 极限 z 一 co 下 计算 W($(z, k), 
di, k)), 发 现 散射 数据 满足 所 谓 的 么 正 关系 


a(k)a(k) — b(k)b(k) — 1. (7-26) 
同样 地 , 通过 计算 极限 zx — oo 可 以 得 到 下 述 由 Jost 函数 表示 的 散射 数据 公 


a(k) = W (M(x, k), N(z,k), b(k) = —W (M(z,k), N(z, k)) e ?'**, 


(7-27a) 
a(k) = -W (M(z,k), N(z,k)), b(k) =W (M(z, k), N(x, k)) e ?*". 
(T-27b) 
或 者 得 到 散射 系数 的 积分 关系 式 
a(k) 214 / i q(z^) MO) (z , Edi, (7-28a) 


十 co 
b(k) — / e Te h(g) MU) (s, Ee, (7-28b) 
一 oo 
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a(k) 214 J r(z^) MC (a, Eder, (7-28c) 
2 Too r " Si 

b(k) — / e2ikz aa^) MO) (zl, k)dz/, (7-28d) 


其 中 MO, MO) (j 21,2) 分 别 表示 向 量 M 和 M 的 第 j 72) E. 

Jost 函数 的 解析 性 质 和 散射 数据 公式 表明 , a(k) 在 复 k PH Imk > 0 上 可 以 解 
析 延 拓 , alk) 在 Imk < 0 上 可 以 解析 延 拓 . 但 是 , 一 般 情况 下 不 能 证 明 b(k) 和 HE 
可 以 解析 延 拓 离 开 实 大 Sp 

从 积分 表达 式 (7-28a) 和 (7-28c) 以 及 渐进 展开 式 (7-23a) 和 (7-23d) 可 以 得 到 
展开 式 


1 dis I / / k? k 
a(k) 2 1— mE a q(z')r(z')dz' + O(k7*), Imk > 0， (7-29a) 
a(k) = 1+ = E q(z')r(z')dz'--OO(k-?), Imk < 0, (7-29b) 
均 在 大 上 处 成 立 . 
为 了 得 到 容易 求解 的 散射 数据 形式 , 把 方程 (7-25) 改写 成 
u(x, k)=N(z,k) + p(k)e?*** N (a, k), (7-30a) 
Alz, k) 2 N (z, k) + p(k)e ?'** N (a, EL, (7-30b) 
其 中 
u(x, k) = M(z,k)a (k), A(z, k) = M(x, k)a (k) (7-31) 
分 别 在 Imk > 0 和 Imk < 0 上 是 亚 纯 的 ， 
p(k) = b(k)a™? (k), p(k) = b(k)a (k) (7-32) 


被 称 为 “反射 系数 ”, 一 般 情 况 下 只 定义 在 Imk = 0 E. 

散射 问题 (7-18) 包含 了 适当 本 征 值 . 一 个 适当 本 征 值 k; = &; +in; EELE k E 
E (n > 0) 恰好 出 现在 a(k;) = 0 处 . 如 果 a(k;) = 0, 那么 由 (7-27a) 可 知 ole, ki) 
和 v(z,k;) 是 关于 r 的 线性 相关 函数 . 也 就 是 说 , 存在 一 个 复 常 数 b; 使 得 


(zx, kj) = bjv(z, kj). 


因此 有 
M (z, kj) = be?” si? N (z, k;). 
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类 似 地 , 在 Imk < 0 平面 上 的 本 征 值 是 a(k) 的 零点 . 这 些 零 点 , 表示 成 后 = 6; tiñ, 
其 中 万 < 0, 使 得 对 一 些 复 常数 b; 有 
di, ki;)= bj) (v, kj), 
Miz, kj) = bje bus N (s, k;). 

本 征 值 k; 是 alk) 的 零点 , 所 以 它们 对 应 着 ut: ET k) 的 极点 (在 域 Imk > 0 
E). 对 每 一 个 单 极 点 有 
Ress) = 2? 
其 中 最 后 一 项 定义 了 “规范 常数 ”C;, 对 应 着 本 征 值 局 ，“” 表 示 对 大 的 导数 . 类 似 
Hh, 平面 Imk < 0 上 的 本 征 值 k; 是 alk) 的 零点 , 对 应 着 (m, k) OG. k) 的 极点 , 对 每 
一 个 单 极 点 有 


eso N (a, kj) = C5e?*5:* N(x, kl (7-33) 


Res{L, kj} = e" bz N(z, k;) = C;e-?5* N (zx, k;), (7-34) 


j 
| a (kj) 
其 中 最 后 一 项 定义 了 规范 常数 C; 对 应 着 本 征 值 E 
.— ApERTERERETSZT RE (7-16) 是 系统 (7-17) 在 对 称 约 化 > = —a* 下 的 一 个 特例 . 这 
个 对 称 的 势 形式 可 以 给 出 散射 数据 的 一 个 对 称 . 事实 上 , 如 果 vie, k) = (vm, EL 
v) (z, k))7 满足 方程 (7-18) 且 对 称 , 那么 


o(z,k) = (v9, k*), —v(? (z, E) 


也 满足 散射 问题 . 鉴于 散射 问题 的 解 由 它们 各 上 自 的 边界 条 件 (7-20) 唯一 确定 , 可 以 
有 以 下 的 对 称 关系 


0 


oan ` len st ( 


由 此 可 得 
a(k) —a*(k*), b(k) = —b'(k*). 
所 以 , 在 直线 Imk = 0 上 
p(k) = —p" (k), 
而 且 当 且 仅 当 好 是 a(k) 在 平面 Imk; < 0 的 一 个 零点 时 , kj 是 a(k) 在 平面 Imk > 0 
上 的 一 个 零点 . 势 g 和 7 之 间 的 这 个 对 称 关 系 使 得 本 征 值 以 复 共 轿 对 的 形式 出 现 . 
最 后 可 以 得 到 规范 常数 满足 关系 


Oh = -C}, 
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其 中 kj = kž. 
前 面 提 过 , 当 7 = q* 时 , 系统 (7-17a)~(7-17b) SEUE-F 3EERTEBEGE TS 77 TE. 这 时 ， 
散射 问题 (7-18) 中 的 算 子 是 厄 米 的 , 所 以 谱 位 于 实 轴 上 , mn 


$e - (1 ` len kl aen? MES 


由 此 可 得 
a(k) = a'(k*), (k) = b'(k*). 
因此 , 么 正 关 系 变 为 在 Imk = 0 上 
ja(k)|? — |b(k)|? = 1. (7-35) 


在 Imk — 0 E ja(k)| > 0. 对 于 > = q*, RAE HEER. 34 r = q* 且 当 |z| 一 oo 
时 g 一 0 充分 快 时 , 没有 离散 谱 . 


7.2.3” 反 散射 问题 


反 散 射 问题 在 于 建立 一 个 从 散射 数据 得 到 势 的 映射 关系 . 散射 数据 包括 

e 定义 在 Imk = 0 上 的 反射 系数 p(k) 和 p(k), 

e 分 别 定义 在 域 Imk > 0 和 Imk < 0 上 本 征 值 和 规范 常数 ICH, 和 
(ki, Cj ia 

首先 利用 这 些 数据 重新 得 到 Jost 函数 , 然后 根据 Jost 函数 再 重新 得 到 势 . 

在 对 散射 数据 的 描述 中 暗示 着 一 个 假定 ， 存 在 一 个 势 使 得 散射 系数 alk) 和 
a(k) 分 别 在 域 Imk > 0 和 Imk < 0 上 有 有 限 个 单 零点 . 这 些 单 零点 正 对 应 着 散射 数 
据 中 的 本 征 值 (如 果 本 征 值 是 非 单 极 点 的 , 那么 就 可 以 通过 考虑 单 极点 的 合并 [239) 
来 研究 这 个 问题 ). 进一步 假定 在 Imk = 0 上 alk) z 0,a(k) #0. 

方程 (7-30) 可 以 看 成 是 对 (关于 k) 部 分 亚 纯 函 数 ul, k) 和 als, k), 部 分 解析 
函数 IN (z, k) 和 N(x, k) 的 Riemann-Hilbert(RH) 边界 值 问 题 的 跳跃 条 件 . 要 从 散 
射 数据 重新 得 到 这 些 函 数 , 利用 投影 算 子 和 Plemelj 公式 (可 参阅 文献 [5]) 把 RH 问 
题 转换 成 一 个 线性 积分 方程 组 . 考虑 到 渐进 展开 式 (7-23) 和 (7-33)~(7-34), 可 得 


Wis H- E D P YA éi - Ne ki) + f i UE an (7-36a) 


8 C; e y Ü B P(K)N (x, K)e —2ikz 
Neo - (1 ) Ce r^ z,k;) 一 LS ee - (E99 5^ (7-36b) 


AKUBk-d0 RIR e oO Ht kiele > 0) BEER, k — i0 3x € — O HF kiele > 0) 
的 极限 . (7-362) 对 大 成立 使 得 Imk < 0, (7-36b) X} k WIE Imk > 0. 在 没有 本 


7.2 非 线性 系统 的 傅 里 叶 变换 : 257 - 


征 值 (极点 ) 的 情况 下 , 系统 (7-36) 退化 到 在 直线 Imk = 0 上 的 一 组 看 合 线性 积分 
方程 . 

另 一 方面 , 在 有 极点 情况 下 , 必须 依次 在 极点 上 = k; (7 = 1 ,J 了 ) 处 计算 方程 
(7-36a), 在 极点 大 = kj (7 = 1,---,J) 处 计算 方程 (7-36b) 以 使 得 系统 封闭 . 这 些 计 
算 给 出 


J ikiz KT 
N (z, k;) dÉ ): OE zm je Af E dn (7-37a) 


Che” ?ikiz 8 Toc p(&)N (x, ele" 
N(z, k; DA ) (k; — ki) — —— — N (x, m-f 7 3 (7-37b) 


方程 (7-36) 和 (7-37) 构成 了 一 个 线性 代数 积分 方程 组 以 确定 在 上 半 k 平面 
(Imk > 0) 上 的 Jost Gë N(z, k) 和 在 下 半 上 大 平面 (Imk < 0) 上 的 Jost 函数 
N (zx, k). 

要 从 Jost 函数 重新 得 到 势 , 分 别 比较 大 大 下 (7-36) 右边 的 渐进 展开 式 和 展开 
XX (7-23b)~(7-23c), 得 


J | 十 co 
r(z) = -2i Y etC; NO (x, kj) + f eise" NO (z, «)de, (7-38a) 
j=1 es 


H - 1 f+% | 
q(z) = V NC ki) += f ` p(k)e "ez NL, nr)dr, (7-38b) 
其 中 下 标 Q I] SEES] SIS 1 个 分 晤 . 这 些 关系 是 g 和 7 关于 Jost 函数 和 散射 
数据 的 显 式 表达 式 , 至 此 完成 了 反问 题 的 公式 化 . 
或 者 也 可 以 用 Gel'fand-Levitan-Marchenko(GLM) 积分 方程 来 重新 得 到 势 . 用 
这 种 方法 , 需要 用 三 角 核 来 表示 Jost 函数 


0 Teo 
N(z,k) = ( i ) + 开 (z,s)e-tk(z-s)ds， s>s, Imk» 0, (7-39a) 


" 1 TOS. 
N(z,k) — ( 2 4 i K(z,s)e*779)ds, sz, Imk<0. (7-39b) 
利用 上 述 表达 式 , 方程 (7-36) 可 以 改写 成 GLM 方程 
K(z,y) + ( : F(z - y) dp K (x, s)F(s + y)ds = 0, 


K(z,y) 十 ( : ) £e exe [7 ReFa 
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其 中 


F(z) 2 -i y^ ce 十 £ TN p()ef^* dr 
FE d or BER i 
R EP 1 Fo 
F(s) =i Cje ^. — (ke "dk. 
z p> je 7m J. p(&)e 
GLM 方程 构成 了 一 组 耦合 积分 方程 , 根据 散射 数据 可 以 确定 核 K 和 K. 
把 (7-39) 代入 (7-38) 后 可 以 得 到 用 GLM 核 表 示 的 势 的 显 式 表达 式 
q(z) = -2KO(z,z) ^ r(z)- ~2K® (z, zi, 
其 中 , 与 前 面 一 样 , KO, RO (j 21,2) 分 别 表 示 向 量 K, K 的 第 7 个 分 量 . 
反问 题 的 公式 化 主要 集中 在 给 出 具体 的 公式 , 而 没有 考虑 所 得 到 的 线性 系统 的 
解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 , 这 些 问 题 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 文献 [12]. 文献 [4] 中 
说 明了 如 果 GLM 积分 方程 是 Gredholm 型 的 , 那么 反问 题 有 唯一 解 . 例如 , 如 果 势 


是 属于 Schwartz 族 的 , 那么 核 F A F 充分 快 地 衰减 以 保证 GLM 方程 是 Fredholm 
型 的 . 


7.2.4 时 间 演 化 
辅助 问题 (7-19) 确定 散射 数据 的 时 间 演 化 . 特别 地 (参见 文献 和约 ), 有 


a(k,t) 2 a(k,0), a(k,t) = a(k,0), (7-40a) 
b(k,t) = e-* tb(k,0), ^ b(k,t) = esi tb(k,0). (7-40b) 


从 (7-402) 可 知 散射 问题 的 本 征 值 , 即 a(k) 和 a(k) 的 零点 , 是 不 随时 间 变 化 的 . 本 

征 值 的 个 数 和 位 置 都 是 固定 不 变 的 . 因此 , 本 征 值 是 与 时 无 关 的 分 立 状 态 . 事实 上 ， 

非 线 性 醉 定 证 方程 孤立 子 解 的 存在 也 表明 了 本 征 值 潜在 的 不 变性 . 
演化 的 反射 系数 也 由 (7-40) 确定 


p(k,t) =e-siktp(k,0), — p(k,t) = eti tp(k,0). 


注意 , 24 ELDUM p(k,0) = 0 时 , 对 所 有 的 硅 有 plk, t) = 0, 对 alk, t) 也 是 一 样 的 . 
最 后 , 规范 系数 的 演化 为 


Ct = e-* tco, — 6t eg (7-41) 
7.2.5 MFH 
在 散射 数据 有 适当 的 本 征 值 和 规范 常数 以 及 对 所 有 的 he RR， 
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的 情况 下 , 系统 (7-372) (1-370) 退化 到 关于 
UN (v, kj)}j=1 和 {N(z, k)ha 


的 有 限 维 线性 代数 方程 组 . 而 且 , 在 这 种 情况 下 , 方程 (7-38a) 和 (7-38b) 用 N (z, k;) 
和 N(z,k;) 表示 了 gq 和 7. 因此 , 给 定 这 样 的 “无 反射 ”数据 就 可 以 得 到 显 式 解 . 

前 面 提 过 , 当 r = a 时 , 本 征 值 以 复 共 轿 对 的 形式 出 现 . FRERES FE 
(7-44) 的 单 孤 立 子 解 对 应 于 单 组 复 共 力 本 征 值 ( 即 J = J = 1). 特别 地 , 对 应 本 征 
值 对 


kı = + in, kı -kp-£-im 
的 单 孤 立 子 解 是 
qlz, t) fe dës AE 一 7 )t+y)27 sech(2nz — 8Emt — ô), (7-42) 


其 中 
oô ON iy UD 
27 ` IC1(0)|" 
C,(0) 是 上 = 0 处 的 规范 常数 (与 本 征 值 ki 相 联系 ). 由 lala, OI 描述 的 sech 包 络 的 
速度 是 46, 振幅 是 2n. 事实 上 , 包 络 的 速度 与 复 调制 波 的 波 数 (波长 的 倒数 ) 成 正 
比 . 注意 到 , 与 KdV 方程 的 孤立 子 不 同 , 非 线 性 莅 定 证 方程 的 孤立 子 的 振幅 和 速度 
是 相互 独立 的 . 
J 孤立 子 解 是 从 有 J 对 复 共 思 本 征 值 和 相应 的 规范 常数 构成 的 散射 数据 得 到 
的 . 一 般 情况 下 , 孤立 子 的 速度 是 不 相等 的 , 因此 每 一 个 孤立 子 在 长 时 间 极 限 (t 一 
xoc) 下 是 互相 分 离 的 . 当 孤 立 子 相互 分 离 时 , 与 单 孤 立 子 解 的 情况 类 似 , 与 每 一 个 
孤立 子 相 联系 的 本 征 值 对 确定 其 振幅 和 速度 . 
如 果 散 射 数据 只 有 单 极点 , 那么 就 不 能 构造 一 个 解 , 其 中 两 个 孤立 子 具 有 相同 
的 振幅 和 速度 . 但 是 , 可 以 从 散射 数据 中 有 相同 虚 部 和 不 同 实 部 的 两 对 (或 更 多 对 ) 
本 征 值 构 造 解 . 对 所 得 到 的 解 的 包 络 峰 以 相同 的 速度 传播 , 因此 峰之 间 的 距离 在 长 
时 间 极 限 下 是 保持 不 变 的 . 但 在 这 个 特殊 情况 下 , 单个 峰 的 振幅 会 周期 性 振荡 ( 见 文 
献 [239]). 
散射 数据 有 非 单 极点 时 的 解 可 以 通过 单 极点 的 合并 来 得 到 . 例如 , 考虑 两 对 本 
征 值 在 平行 于 虚 大 轴 上 合并 . 记 上 半 上 平面 上 的 两 个 本 征 值 为 


(7-43) 


kj-£6-ci ` bass biie 


- 260 - ae Maza C E E 


和 对 应 的 规范 常数 为 
C1(0) 一 ee C2(0) 一 一 C1 (0). 


在 极限 e 一 0 F, 有 解 


A(z, t) 


= dl ZC Let 
q(z, t) iC e B(z, t) H 


其 中 
2 
A(z, t) = E t) + teint gore E, [@(z, + 8in?t + Ze" 996.0, 


B(x,t)=1 + IEN (6(z,t 十 1) + 64n*t? + 1 e 290) 十 Icr ECCO 
An* 2 25678 


B(x, t) = 29x —8£gt, C(x, t) = 2£z — A(£? — n? )t. 


不 过 这 个 解 的 样子 比较 难看 , 如 果 把 中 括号 里 项 视 为 常数 (关于 0), 那么 就 可 以 得 
到 一 对 形 如 sech 的 包 络 解 , 传播 速度 都 为 46. 中 括号 内 的 项 与 9 有关 引起 sech Si 
络 的 空间 调制 , 即 在 大 9 处 , E OO 的 指数 衰减 所 淹 灭 . 另 一 方面 , 中 括号 内 与 时 间 t 
显 式 相 关 项 引起 波峰 在 长 时 间 极 限 下 相互 分 离 , 相距 为 O(log t|). 

以 上 , 用 反 散 射 方法 得 到 了 非 线 性 醉 定 谓 方 程 的 孤立 子 解 ， 当然 , 现在 已 经 有 
不 少 方法 可 以 得 到 非 线性 方程 的 孤立 子 解 . 用 反 散 射 方法 求解 其 他 方程 的 过 程 是 
类 似 的 . 另外 可 以 看 到 , 用 反 散 射 方法 求解 非 线 性 醉 定 证 方程 时 用 的 是 无 穷 远 初 边 
ERF. 我 们 知道 , 线性 傅 里 叶 变换 方法 可 以 通过 解析 延 拓 在 有 限 区 域 上 求解 线性 
方程 , 但 是 对 于 反 散 射 方法 , 一 直 以 来 都 只 能 处 理 无 穷 远 边 界 条 件 , 直到 最 近 才 有 所 
进展 . 下 一 节 将 介绍 有 限 区 域 上 的 非 线性 傅 里 叶 变换 方法 . 
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最 近 , 反 散 射 方 法 被 推广 到 有 限 区 域 上 , 例如 半 无 究 、 四 分 之 一 平面 以 及 线段 
E. 这 可 以 说 是 非 线 性 数学 物理 或 孤立 子 理论 领域 一 个 非常 重要 的 进展 . 鉴于 反 散 
射 方法 的 重要 地 位 以 及 这 一 最 新 进展 的 重要 性 , 另外 , 为 了 能 很 好 地 比较 无 穷 区 域 
和 有 限 区 域 上 求解 非 线 性 方程 的 过 程 , 我 们 在 这 一 节 转 述 Fokas 和 Its 两 人 在 2004 
^F SES] Dën 71 32K 88783 RAKE E85 AE £ E BE s 19 77 FERAI CE, 原稿 请 参阅 
文献 [75]. 
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7.3.1 引言 
HEARKE EIERE SE TS 77 FER. Dirichlet 初 边 值 问题 


iqt 十 gzz — 2A|ql?q = 0, As EL O<r<L,O0<t<T, 
q(z,0) = qo(z), 0 <Z<< 工 ， (7-44) 
q(0,t) = go(t), q(L,t) = fo(t, 0«t«T, 
其 中 Go, 90; fo 是 光滑 函数 且 go(0) = go(0), go(L) == fo(0), L,T 是 正 的 常数 . 

求解 过 程 主要 分 为 以 下 三 个 步骤 : 

第 一 步 : 解 存在 条 件 下 的 Riemann-Hilbert(RH) WA. 假定 存在 一 个 光滑 解 
q(r,t). Hh 3EZXTEBEXE T9 7; TER] Lax 对 的 谱 分 析 知 道 , q(z, t) 可 以 用 定义 在 复 上 大平 
面 上 的 2 x 2 答 阵 RH 问题 的 解 来 表示 . 这 个 问题 以 exp(2i(kz + 2k?t)) 的 形式 与 
(x,t) 显 式 相 关 , 上 且 由 所 谓 的 谱 函 数 


{a(k),b(k)}, ` (A(),B(k)), ` (AG), B(k)} (7-45) 
唯一 确定 . 这 些 函 数 分 别 由 
qo(z), {go(t), gı(t)}, {fo(t), A(t)) (7-46) 


定义 , 其 中 gi (t) 和 fa (6) 表示 未 知 边界 值 qz(0, 和 qo (L, t). 
WE PRÉC (7-45) 不 独立 , 满足 全 局 关系 


(aA + Abe? ^ B) B — (bA + ae? ^ B) A = etik Ter, kec, (7-47) 
其 中 c+(k) 是 整 函数 且 
l 2ikL 
c*(k) = 0 (==) , k— oo, Imk > 0. 


第 二 步 : WEBRCRU E 4 SOR RARE TF RTTETETE. 在 上 一 步 中 提 到 通过 光滑 函 
数 (7-46) 可 以 定义 谱 函 数 (7-45). 同上 一 步 , 仍 用 RH 问题 的 解 定义 q(z, t). 再 假 
定 存在 光滑 函数 gi (t) 和 fi (6). 使 得 谱 函数 (7-45) 满足 全 局 关系 (7-47). 然后 证 明 
(1)gq(z,t) Æ0 cz « L, Oct - T EE X., (2)g(z, t) EERTE GE S7; TEH IR, 
(3)g(z, t) 满足 给 定 的 初 边 值 条 件 , 即 q(x,0) = qo(z), q(0,t) = golt), a(L,t) = folt). 
证 明 过 程 中 得 到 的 附加 结果 是 qz(0,t) = g(t) 和 gz(L,t) = filt). 

第 三 步 : 分 析 全 局 关系 . 给 定 qo, on, fo, 全 局 关系 (7-47) 通过 非 线 性 Volterra 
积分 方程 的 解 表 征 gi 和 fa. 在 聚焦 情况 下 , 利用 文献 [82] 的 结果 说 明 的 确 存 在 一 
个 全 局 解 . 这 些 方程 在 散 焦 情况 下 的 严格 分 析 目 前 还 没有 被 解决 . 
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下 面 进一步 讨论 以 上 三 个 步 又 . 

第 一 步 的 分 析 是 基于 引入 合适 的 本 征 函 数 使 得 满足 Lax 对 . 文献 [80] 中 说 明 
对 在 有 个 角 的 多 边 形 区 域 上 定义 的 线性 偏 微分 方程 , 存在 一 种 正则 方法 选择 本 
征 函 数 使 得 N 个 本 征 函 数 在 每 一 个 角 上 都 归 一 化 . 根据 这 一 结论 , 可 以 引入 四 个 本 
MERZ {jw;(z,t,k)} 和 ( 见 图 7-4) 使 得 


ui (0, T, k) = I, p2(0,0, k) = I, ua(L,0, k) = I, pa(L,T,k)=1, (7-48) 


T 


图 7-4 归 - 4E (us(z t e 
其 中 uj 是 2 x 2 KC I = diag(1, 1). 这 些 本 征 范 数 通过 三 个 矩阵 s, S, Sr 


: . —1 
s(k) = ua(0,0, Kl, SU = (e Te us (0, T, e Tos) ， 


(7-49) 
2 "T el 
SL(k) -一 人 Zog gett, P kje Mh Tes) 
相 联 系 , 其 中 ca = diag(1, —1). 这 些 矩 阵 满 足 一 定 的 对 称 性 , 可 以 表示 成 
ug - (30 2 SCH A(k) pd 
(k) a(k) AB(k) A(k) 
( A09 B(k) 
SL(k) = ( ABO AQ (7-50) 


关于 第 二 步 , 方程 (7-49) 和 (7-50) 暗示 着 下 述 定义 : 向 量 
(ént, EI. tz. k))! , (di(t, k), bo(t, k))! , Lett, k), oo (t, El (7-51) 


分 别 是 上 = 0 时 与 Lax 对 中 z 相关 部 分 , z = Ol c = 工时 与 上 相关 部 分 的 解 , 满足 
边界 条 件 
(ëtt, k), $2(L, k))! = (0, 1), 
(B1(0, k), ®2(0, kl = (0, 1)*, (7-52) 
(1 (0, k), p2(0, EI = (0, 1)f. 
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如 下 定义 谱 函 数 (7-45) 


a(k) = $2(0, k), b(k)— $1(0,k), A(k) = A(T,k), 
B(k) = B(T,k) A(k) = A(T,k) B(k)-B(T,k) ` 


其 中 
A(t, k) A CHL? k), B(t, k) 一 一 edik WA k), | 
- ke (7-53) 
A(t, El = p2(t, k), B(t, k) = —e** to, (t, k). 
注意 函数 (7-45) 依赖 于 函数 (7-46). 


g(z,t) 的 全 局 存在 性 依赖 于 与 之 相 联 系 的 RH 问题 的 唯一 可 解 性 , 也 就 是 定义 
跳跃 矩阵 的 函数 不 同 , 这 些 函 数 以 指数 函数 形式 与 (z,t) 显 式 相 关 , 包含 由 (7-50) 
表示 的 谱 函 数 s(k), Sk), SL(k). 由 此 可 知 相应 的 齐 次 RH 问题 只 有 平凡 解 ( 即 存在 
一 个 消失 引 理 )，g(z,t) 是 给 定 的 非 线性 偏 微分 方程 的 解 的 证 明 中 采用 了 穿 衣 服 方 
法 238. 中 的 标准 变量 . 证 明 q(z,0) = qo(z) 是 基于 这 样 一 个 事实 : t = 0 时 刻 满足 的 
RH 问题 等 价 于 用 以 表征 go(z) 的 s(k) 定义 的 RH 问题 . 证 明 {0g(0,t) = gi(t)}o 
和 (0Lq(L,t) = Pik, 用 到 了 全 局 关系 (7-47). 事实 上 , 当 且 仅 当 谱 函数 满足 全 局 
关系 时 , z = 0 和 z= 工 处 的 RH 问题 等 价 于 仅 含 有 S(k) 和 SL(k) 的 RH 问题 (由 
此 给 出 {at} o 和 (f) S). 因此 这 个 关系 对 于 存在 性 是 充分 且 必 要 的 . 给 定 
(do, go, fo) 后 , 主要 问题 就 是 证 明 全 局 关系 给 出 了 gy 和 fi 

第 三 步 的 分 析 建 立 在 本 征 函 数 更 = (91,52)! 和 y = (yp1, yp2)t 的 GLM Xm. 
由 这 些 表 示 可 知 249 由 四 个 函数 (M; (t x), it, 2), 一 t < s <t, t > 0 表示 , 这 四 
个 函数 满足 四 个 偏 微分 方程 (参见 文献 [220]) 以 及 边界 条 件 


| ei, La(t,-t) 20, Mut, 0 e go(f), Mat, ec (7-54) 
类 似 地 , y 可 以 由 四 个 函数 (M5 (6 m), Lilt, s) 表示 , 满足 
Lilt = $i), Gei, 0, Mi(bt) = folt,t), Ma(t-t) - 0. (7-55) 
由 定义 (7-53) 可 知 Fel 
A(t,k) 21-4 f P [2L2(t,t — 27) — iAgo(t) Mi (t, t — 27) 
+2kM2(t,t — 27)] dr, (7-56) 


t 
B(t,k)— — f etik?7 [2L (t, 2r — t) — igo(t)M2(t,27 — t) 
0 
+2kMi(t, 2r — OH dr. (7-57) 
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A 和 B 有 同样 的 表达 式 ， 只 是 Li, Mı, M3, go 分 别 用 Li, Mı, M2, fo Te. 把 
go, fo, Li, Mi, JM: 5 Mi, Mo (7-58) 


的 两 个 关系 式 . 从 这 两 个 关系 式 中 解 出 g 和 fi, 由 式 (7-58) 中 的 量 显 式 表示 . 
求解 完全 局 关系 之 后 , 利用 函数 


(L;(t, k), Matt, k), Gott, k), Ms (t, k)) 2. (7-59) 
可 以 非常 容易 地 得 到 最 终结 果 , 其 中 


t 
L,(t,k) - f fiel (t s)ds. (7-60) 


M(t, k), Ĉ;(t, k), M5 (t, k) 的 表达 式 是 类 似 的 . 用 以 上 记号 , g 和 fa 可 以 由 
190, fo, Li, Mı, Ma, £i, Mı, M2} 


表示 (IL (7-165) 和 (7-166)). GLM 表示 说 明 当 t > 0,k € C 时 , (L5, Mj;}3_1 满足 常 
微分 方程 

Li, 十 Aik?Li 一 igi(t)La 十 x1 (t) Mi 十 x2(t) M2 十 igi(t), 

Lj, = —iagi(t)Li — xa (t) Ma + Axa (t) M, 


: ` : 3 (7-61) 
Mı, + 4ik? Mı = 2go(t) L2 T ig1(t) M3 十 2go(t), 
Mp, 一 2Ago(t) Li 一 iAgi(t) Mi 
和 初 值 条 件 
Î;(0,k) = M;(0,k)=0,  j-12, 
其 中 函数 x(t) 和 x2(t) 分 别 为 
xi (t) = 3 (go 页 一 5091)， x2(t) = = — p|gol? go. (7-62) 


{L;, MRa 满足 类 似 的 方程 , 只 是 go 和 gi 分 别 用 fo 和 fi 替换 . 

JE gi 和 fi 的 表达 式 (7-165) 和 (7-166) 代入 方程 (7-61) 和 {£6;, Mj;}3_1 满足 的 
方程 后 可 得 一 组 由 go 和 fo 表示 的 关于 函数 (Li, M, £5, Mj;}3_1 的 非 线 性 Volterra 
积分 方程 组 . 文献 [82] 中 指出 , 方程 (7-61) 意味 着 
2 

-=P 


: e E e 
IA — pls + |1 + £5 + S golt) M; >$ 


s A ji 
Za 一 590 (0) Mj 


Imk? = 0. 
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上 式 说 明 在 聚焦 情况 下 (o = -1) 有 全 局 解 , 散 焦 情 形 下 (p = 1) 的 存在 性 问题 目前 
还 未 解决 . 

步骤 1~3 将 在 以 下 三 小 节 中 分 别 具 体 实现 , 需要 用 到 的 记号 除了 (7-50) 之 外 ， 
还 有 


ikLós — ikLos —ikLos _ a(k) Blk) ; 
s(k)e SL (k) = s(k)e S; (k)e ( D atk) ) ; (7-63) 
un 表示 一 个 函数 是 解析 的 , 在 {k € C, argk € L,} 上 有 界 , 其 中 
Lı: [0,5], DER : LE 
be (7-64) 
La: EI : Liz : Li U L3, 
等 等 . 
7.3.2 ”满足 存在 性 假设 的 RH 问题 
非 线 性 醉 定 证 方程 的 Lax 对 是 
Hz +ikôsu = Qu, p+2ik?63 = Qu, (7-65) 


其 中 u(x,t, k) 是 2x2 和 矩阵 函数 , ôs 定义 为 


83: = [oa,]， os = diag(1, —1), (7-66) 
2 x2 矩阵 Q,Q 定义 为 
Q(z, »-( WA " pi t) ) ,Q(z,t,k) -2kQ—iQ.os—iA|qos,A = +1. (7-67) 
如 果 4 是 2 x 2 矩阵 , 那么 l 
ef A = eca Aere, (7-68) 
方程 (7-65) 可 以 改写 成 
legt uz, t, k)) = W (z,t, k), (7-69) 
其 中 闭 1 形式 W 的 定义 为 
W = e!(z42k*065 (Qudz + Oudt). (7-70) 


整个 这 一 小 节 中 都 假定 非 线 性 酬 定 记 方 程 存在 一 个 充分 光滑 的 函数 g(x,t), ze 
(0, L), t € [0, T]. 


| iii an 
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方程 (7-69) 的 解 


(en ` 
Geif, t, k) =1 +4 f e Vr t2k't)ós y (y, T, k) (7-71) 
(Esite) 


是 光滑 连接 所 给 点 的 线 积分 , 其 中 (xz,,t) 是 区 间 x € [0,L],t e [0,T] 上 的 任 一 
点 .根据 文献 [80], 选择 (z,,t,) 为 多 边 形 区 域 每 个 角 的 顶点 .定义 四 个 不 同 的 解 
pas , ua 分别 对 应 (0, T), (0,0), (5,0), (D, TAI 7-4). 

把 线 积 分 分 解 成 平行 于 上 和 c 轴 的 积分 ， 


z 
ux(z,t, k) 一 工 十 f e "Wels (Qua)(y, t, k)dy ze "ei 
0 


t 
x / g 2 G- 95 (Op2)(0, r, k)dr, (7-72) 
0 


L 
EES | e7 22083 (Qua) (y, t, k)dy + e 15-129» 
T 


t 
x [| een (Qua), r, k)dr. (7-73) 
0 


pi 和 ua 满足 的 方程 分 别 与 us 和 us 相似 , 只 是 其 中 的 Um. (I 替换 . 
注意 所 有 的 uj SE Loge, 


1. 本 征 函 数 及 其 关系 式 
由 Hj (j lee ,4) 的 定义 和 (7-64) 可 得 


3 
D vil, ua = (Mu), pa = (Ru, ua = (qu D). (7-74) 


= (Ai 
PRÉC u (0, t, k), uo (0, t, k), ua (2, 0, k), ua (Dt, k), ua (bit, k) 在 以 下 区 域 上 有 界 , 即 
ui (0,t, k) = = (ui, t, k), iC? (o, A 
elt, k) = (p89 (0, tk), u$” (0,t,k)), 
pls OK = (u$ (2,0, k), u$? (2,0, K)) , 
al, LH = (u§®(L,t,k), u$ QL,t, k)) 
pa(L,t, k) = (n (L, t, k), n (L, t, k). (7-75) 
矩阵 Q 和 Q 是 无 秩 的 , 因此 


deti; (z, t, k) = 1, fshini (7-76) 
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由 ”的 定义 可 知 它们 在 各 自 有 界 的 区 域 上 满足 
uf (z,t,k) 2 109 Te (3) , k>, (7-77) 


Hpi 11? Æ (0, 1)! 或 (1,0)1, 取决 于 u 中 的 哪 一 列 被 替换 成 ui. 
PRA 凡 之 间 满 足下 述 方程 


Halz, t, k) 一 ua(z, t, Ee" (ket+2k (ës atb, (7-78) 
mi, t, k) = ua(z, t, k)e 9*2 Oës SE) (7-79) 
La (zt, k) = a(z, t, kh)e-ilt(z—L)+2ik tlós Sr (k). (7-80) 


在 z = t = 0 处 计算 方程 (7-78) 得 s(k) = ua (0,0, k); 

在 z = t = 0 处 计算 方程 (7-79) 得 S(k) = u (0,0, k); 

在 z= 0,t=T 处 计算 方程 (7-79) 得 S(k) = 人 ua(0, T, E) ; 
fE z = L,t = 0 处 计算 方程 (7-80) 得 SL(k) = na(L, 0, k); 

HE z = L,t T AIERT (7-80) 得 SL(k) = (9 Tes us (LT, k)) 
由 方程 (7-78) 和 (7-80) 可 得 


-1 


ua(z,t, k) = olz, t, k)e i22 003 (s(k)e*FLs S, (k)) . (7-81) 
Q 和 Q 的 对 称 性 给 出 
Lutz, t, k))11 em Lutz, t, k))22, (u(x,t, k))z xx A(u(z, t, Elia, (7-82) 


由 ua, 0, k), HA2(0， I k), all, 0, k) 的 定义 可 得 


L e ^ 
s(k) = I — H e^: (Qu;) (y, 0, k)dy, (7-83) 
0 
T 3 s " 
SA 2 I4 / ezik?763 (O12)(0, 7, k)dr, (7-84) 
0 
T VT IP a 
sz) 11 [| zët, ar. (7-85) 
0 


(1-82) 的 对 称 性 条 件 证 明了 式 (7-50). 

由 方程 (7-75), 决定 性 条 件 (7-76) 和 jy 在 大 k 处 的 行为 可 以 得 到 以 下 性 质 
a(k), b(k) 

e a(k), HI TERM 

e a(k)a(k) — Ab(k)b(k) = 1, k e C. 
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e a(k) = 1+0 (15577), b(k) = o (155), k — oo. 
特别 地 ， 
a(k), b(k), a(k)e?*^, b(ke?*L 在 argke[0,n] LER. (7-86) 
A(k), B(k) 
e A(k), B(k) 是 整 函 数 . 
e A(k)A(k) — AB(kK)B(k) 2 1, ke C. 
e AIR 2140 (c | , B(k) = O (m , k— oo. (7-87) 


特别 地 


A(k) B(k) 在 argke lo, Z] U Ir 2 ES. 
A(K), B(k) 
与 A(k), B(k) 相同 . 
2. 全 局 关系 


命题 7.3.1 geg alk), b(k), A(k), B(k), A(k), B(k) 由 (7-50) 定义 , 其 中 
s(k), S(k), SL(k) 由 (7-49) 定义 , uo, us 由 (7-72) 和 (7-73) 定义 , q(x, t) 是 光滑 函数 . 
这 些 谱 函 数 是 非 独 立 的 , 满足 全 局 关系 (7-47), 其 中 ct(k) 表示 — / lexp(ikyós)) 
(Qua)(y, T, k)dy 中 的 元 素 (12), ua 的 定义 与 m 类 似 , 只 是 fI 替换 为 — fT. 

证 明 在 z=0t= 了 处 计算 (7-81), 然后 用 S(k) 表示 ua(0, T, k), 得 

ua (0, T, k) e HK Tas (9-1(k)s(k)eitLos S, (EI. 
上 式 两 边 分 别 乘 以 exp[2ik?T o3], 再 利用 ua(z, T, k) 的 定义 , 可 得 
Ey (es SL) + e2ik Të [ e'*9? (Qua) ly, T, k)dy = 0. 
0 


上 式 中 的 元 素 (12) 即 方程 (7-47). 


3. WRR 
定义 M (z,t, k) 为 (p = argk) 
M, = IR vn ch fl, m= (ue E 
十 一 a(k) "4 ; P "3 , -— — d(k)” "3 H PE zor], 


M, = At pe | 2 M... Ai P ee 2d 
十 3 ' d(k) , , 2 E — 4 ' a(k) , D , 
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其 中 标量 d(k) 和 o(k) 的 定义 见 下 文中 的 (7-94) 和 (7-95). 可 见 ， 


det M (z, t, k) = 1, (7-89) 


M(z,tk)-140 (x) ， ko. (7-90) 

命题 7.3.2. 如果 Mz, t, k) £f (7-88) 定义 , 其 中 u(x,t, k), na (m, t, k) 由 (7-72) 
和 (7-73) 定义 , m(x, t k), palz, t, k) 由 类 似 的 方程 定义 但 fo 被 sm qla, t) 
是 一 个 光滑 函数 , 那么 M 满足 跳跃 条 件 


M (z,t, k) = M4 (z, t, k)J(z,t, k), keRUiR, (7-91) 
其 中 2 x 2 EE J 的 定义 为 
J2, argk = 0, 
J, arg k = z 
Jm (7-92) 
J= Jh, argk 一 7, 
J3, arg k = T. 
ô(k) SCH 2ikL ,,—2i0  B(k) —2i0 
， A B(k)e^^"e 1 a 
1 — — wg ——- 3 
AB(k) — a(k) NON 1 
d(k)o(k) o(k) o(k) la(k)? 
6(k) —B(k) —2i0 
d(k) d(k)o(k) 
J= , O(z,t,k) = kx 2k2t, (7-93) 
a(k) 


a(k) = a(k).A(k) + Ab(k)e?*  B(k), 6(k) = a(k) A(k) - AG(kK)B(k), — (7-94) 
d(k) = a(k).A(k) — Ab(k)B(k), B(k)- b(k)A(k)d-a(k)e?*" B(k). ` (7-95) 


WEB] — E77 f& (7-81), (7-78) 和 (7-79) 写成 向 基 形 式 


ue) = apf? + ABenf?, uP = Genf? + ou, SES 
uf? = ap? + Mei), wël = bel! + au, (7-97) 


ut? = Au! + ABe (P, wl = Bey? + AUD, (7-98) 
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其 中 e = exp(2i0). a 和 B 是 setkzasSz(7-63) 中 的 元 素 (22) 和 (12), 因此 
o(k)o(k) — A8(k)8(k) = 1. (7-99) 


重新 整理 方程 (7-96) 并 利用 (7-99), 可 得 argk = 0 OBERT, 
为 了 得 到 argk = F 处 的 跳 路 条件, 首先 用 (7-96) 的 第 二 式 和 (7-98) 的 第 一 式 
消去 心 ,得 SSC 


(7-100) 
然后 用 (7-96) 的 第 二 式 和 (7-97) 的 第 二 式 消去 p39, 得 
sll (1) 
ue = (bo — ai 十 Pi, (7-101) 
利用 恒等式 
aß — ba = e?**-g (7-102) 


和 (7-100) 除 以 d, 则 方程 (7-100) 和 (7-101) 定义 了 argk = 5 处 的 跳跃 条 件 . 

利用 对 称 性 可 以 证 明 arg k = $ 和 argk = r 处 的 跳跃 条 件 可 从 跳跃 矩阵 的 乘 
积 恒 等 得 到 . 

注意 跳跃 矩阵 的 行列 式 为 1. 特别 地 , 对 于 J A 

da — ABBe?*. = aô. (7-103) 
事实 上 , 上 式 的 左边 等 于 
o(aÀ — AbB) — ABBe’™" = oaaA — AB(Be?'*- + ob) = aaA — ABaß = aô. 

计算 过 程 中 用 到 了 恒等式 (7-102). 

4. 留 数 关 系 

命题 7.3.3 ak) 和 d(k) 由 方程 (7-94) 和 (7-95) 根据 命题 7.3.1 dung 
数 所 定义 . 假设 

e a(k) 有 单 零点 (vj), argv; € (0, 2), Æ argk — 0 Rl argk = 处 没有 零点 ， 

e d(k) 有 单 零点 (A;), argA; € (3,7), TE argk = ZI argk = m ARAFA, 

e argk € (3,7) 时 d(k) 5 a(k) 的 零点 不 同 ， 

e argk € (0, 5) 时 a(k) 5 alk) 的 零点 不 同 . 
id [Mh 和 [M] 表示 矩阵 M 的 第 一 和 第 二 列 , 则 有 


Res [M (z, t, k)1 = c(D esivitt2ivss[M (z, Luca, (7-104) 
Res,—, [M (z, t, k)]2 = Ac P e7483t-2i02 [M (a, t, 0;)]1, (7-105) 
Resa, [M(z, t, lh = eje 952957 [M (s, t, Ay) Jo, (7-106) 


Res, [M(z, t, Els = Ace 1951-295" IM (s, t, Aal, (7-107) 


7.3 ER DES RR n AREE .271 . 


其 中 


Ke a(v;) um BO) 


j — eNuLB(v)à() I aa) 
WEBB 命题 中 的 假设 , alk) 和 d(k) 的 定义 (7-94) 和 (7-95) 以 及 恒等式 


A(k)A(k) — AB(kK)B(k) = 1, .A(k).A(k) — AB(k)B(k) = 1 


(7-108) 


说 明 
GIE B(v;) #0. 


因此 方程 (7-108) 的 右边 是 有 定义 的 . 下 面 证 明 命题 . 
方程 (7-93) 定义 的 矩阵 Js (o, t, k) 可 因 式 化 为 


e) —B(k)e?ikL c—2i9 1 0 
Ji(z,t,k) = " ET xem | (7-109) 


a(k) a(k)d(k) 
事实 上 , 矩阵 元 (12), (21) 和 (22) 是 相等 的 , 当 且 仅 当 
ba = od — ABB(k)e?'*- 


时 所 有 (11) 矩阵 元 相等 . 把 上 式 中 的 5 pd 用 它们 的 定义 (7-95) 代入 后 即 得 等 式 
(7-102). 利用 式 (7-109), BEE SIE M- = M4) 变 为 


(2) 1 0 (1) a —Be?ikL e-2i0 
Hi o [82 o a 
— " uz : mE —— H 
d a 一 入 Be2i0 1 Q iiis 0 id 
ad a 
(7-110) 
E k = vj 处 计算 上 式 第 二 列 可 得 
0 = —B(v;)e ti Le-249 6) LC (wv) + alvu P (v). (7-111) 


为 方便 起 见 , 上 式 中 略 去 了 uP, ui, 的 独立 变量 z,t, 因此 
(1) 2i8(z,t,v;) ,,(1) 
_ p (z,t,vj)  a(v;)e (2,593) y ^ (am t, 0;) 
Bee [M(a, t, E) — "7 à(vj) E ear Bo ) ate)) E 
利用 u$? (2, t, vj) = [M (z, t, v;)]o, 上 式 即 是 方程 (7-104). 
同样 地 , YE k — A; 处 计算 (7-110) 的 第 一 列 可 得 


AB(A;)e219) 
(aj) i 


0-7 Oy) - XS El 
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因此 


(2) GC V2i0(z,t, A; uU (z,t,A; 
_ pi (ntA) AB(N)e ha) (zt) 
Ge AA 
即 得 方程 (7-106). 
根据 对 称 性 , 可 从 (7-104) 和 (7-106) 得 到 (7-105) 和 (7-107). 
7.3.3 ”假定 全 局 关系 成 立 下 的 存在 性 
1. BRA 
上 一 小 节 的 分 析 推 出 了 谱 函 数 的 定义 和 结论 . 严格 的 分 析 可 参阅 文献 [78]. 
定义 7.3.1 ( 谱 函 数 a(k),b(k)) 给 定 光滑 函数 go(z), 定义 向 量 olz, k) = (oi, 
$3)! 是 


Dir 十 2ikó m qo(x)92, $22 me Aqo(x)ó1, 0 <T< L, k € C, PIL, k) es (0, 1)! (7-112) 
的 唯一 解 . 给 定 Air, k) 定义 函数 alk), b(k) 为 
a(k) = $»(0,k), | Miz ¢1ı(0,k), kec. (7-113) 


a(k), ME) 的 性 质 : 
e a(k), b(k) 是 整 函数 . 
e a(k)a(k) — Ab(k)b(k) = 1,k e C. 
e a(k) - 14 0 (157), ok) so (3:97), k> o. 
特别 地 ， a(k), b(k), oikieärkt. b(k)e?ikL 在 argk € [0,7] FER. 
同样 假定 alk) 至 多 有 单 零点 (k;), Imk; > 0, 当 Imk = 0 时 无 零点 . 
注 7.3.1 由 定义 7.3.1 可 得 映射 


S : {qo(x)} — (a(k), b(k)], (7-114) 
其 道上 映射 

Q : (a(k), b(k)) — (ao(z)) (7-115) 
可 定义 

qo(z) = 2i Jim. (kM®) (x, ta, (7-116) 
其 中 MO)(x, k) 是 如 下 RH 问题 的 唯一 解 : 
M? (a, k) Imk « 0 S 
e (x) = Age d "t 4 ` 
MG? (x, k) | MEE 月 mn 是 分 段 亚 纯 函 数 , 行列 式 为 1, 


7.3 ”有限 区 域 博 里 叶 变换 CH 


e M?) (s, k) = MẸ? (x, k)J'? (x, k), k € R, 其 中 


| b(k) —2ikr 
T | a(k) 
J (z, k) = 和 B(KE)e2ikz 1 : 


a(k) laf? 
e M®(x,k)=I+0(}), k> oo, 
e MPO WEA k= kj RH SUR, MO 的 第 二 列 在 大 = kj 处 有 单 极点 ， 
其 中 {k;} 是 a(k) 的 单 零点 , Imk; > 0. 相应 的 留 数 分 别 是 


ReSk=k; Liltz, El = ni" )(z, k; UI 


Se (7-117) 


e Leit, DE Jh. 
Res, i, [M (x, k)]2 = a jM (x, kj) 


可 见 (可 参阅 文献 [78]) 


S-1 =Q. (7-118) 
定义 7.3.2 ( 谱 函 数 A(k), B(k)) 令 


D ` go(t) , 0 g(t) . 
QO (t, k)=2k ( ) i ( | 23 — iMgo(t) 203, A = 1. 
o A 0 
Ago(t) 0 git) im 


给 定 光 滑 函 数 golt), gi(t), XE XA lit (t, k) = (91, 02)! 是 
Di + Ai?6, = QU e, + QU o, 
$,,2QU6, + Oe 0<t<T, kec, (7-120) 
ip. k) = (0, 1) 
的 唯一 解 . 给 定 D(t, k) 定义 函数 A(K), B(k) 为 
A(k)- af,  B(k) = —d(T,k)e* T, (7-121) 
A(k), B(k) 的 性 质 : 
e A(k), B(k) 是 整 函数 ， 
e A(K)A(k) — AB(kK)B(k) = 1, k e C, 
e A(k) = 14-0 (1542), B(k) = O (1157), k> oo. 
特别 地 , A(k), B(k) 在 argk € [0, 5] U fr, 37] 上 有 界 . 


同样 , 假定 A(k) 至 多 有 单 零点 {Kj}, arg K; € (0, 5) (r, F), YE k—0,5,m, 
处 无 零点 . 
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注 7.3.2 定义 7.3.2 给 出 映射 
SO) : (go(t),g1(t)) > (A(k), B(k)), (7-122) 


a B] 
OT: (A(k), B(k)) — (9o(t), 91(t)} (7-123) 
可 如 下 定义 


go(t) = 2i lim (KM (t, Mis 
g(t) = lim (4? M (t, k))sa + 2igo(£) k(M O(t, k) — Dec, 


其 中 MO (t, k) 是 下 述 RH 问题 的 唯一 解 : 


Ate, k), argk € lo, =] U |z, zd : 
e MO (t, k) = à 
Mq, k), arg k € ELI U EE 
是 分 段 亚 纯 函 数 , 行列 式 为 1， 


e MO) (t, k) = MO) (t, k)JO (t, k), ke RU iR, 其 中 


BOB) aos 


(0) l A(k) 
7 (t,k) = AB(k)e*i*'t 1 
A(k) A(k)A(k) 
: MO (8) - 1-0 (1). k 一 oo, 


e MP (t, k) 的 第 一 列 在 k= K; 处 有 单 极点 , MO (tk) 在 上 = K; 处 有 单 极点 ， 
其 中 Kj 是 Alk) 的 单 零 点 , argk € (0, £) U (7, 32). 相应 的 留 数 分 别 是 


exp[4i K 7t] 


Resk=x; [MO (t, EI = Á(K;) B(K;) 
K; j 


LAN (t, Kj )]>， 


Bes. [MO (t, k)]; = Aem TH d (t. Kai, 
A(K;) B(K;) 
可 见 (可 再 参阅 文献 [78]) 
(SO) = Q0). (7-124) 
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定义 7.3.3 ( 谱 函 数 A(k), B(k)) & QUO (t, k) H5 (7-119) 类 似 的 方程 定义 ， 
只 是 go(t), gi(t) 分 别 由 folt), alt) 替换 . 给 定 光滑 函数 folt), falt), H5 (7-120) 类 
似 的 方程 定义 矢量 w(t k), 只 是 式 中 QUY(t, k) 被 QUO (t, k) 替换 . 给 定 plt, k) 定义 
A(k) 和 B(k) 为 


A(k) = ex(T,k ^ B(k)- —pa(T, Heft", (7-125) 
A(k), B(k) 的 性 质 ， 
与 A(k), B(k) 相同 , .A(k) 的 零点 用 Lj 表示 . 
注 7.3.3 映射 
SU): {folt), f(t)} > {A(k), B(k)} (7-126) 
和 
QU): — LA(k), B(k)) > {folt), fi(£)) (7-127) 
与 注释 7.3.2 中 的 定义 相同 , 其 中 用 到 下 列 记号 
Min, E, JO(tk), Kj 替换 MO k), JO(t,k), Kj. (7-128) 


与 方程 (7-124) 相似 , 可 以 得 到 


Gr = OH). (7-129) 


定义 7.3.4 (容许 集 ) 给 定 光滑 函数 qole) 根据 定义 7.3.1 定义 a(k) 和 b(k). 
假定 存在 光滑 函数 golt), qi (t), folt), f1(t) 使 得 
e 由 定义 7.3.2 和 7.3.3 定义 的 谱 函 数 A(k), B(k), A(k), B(k) 满足 


(aA + Abe2** B) B — (bA + āe”! B) A = e*iFte*t(k), kec, (7-130) 
其 中 ct (k) 是 整 函数 , 当 Imk > 0 和 c+(k) = O (155777) ,天 一 oo 时 有 界 . 
hd go(0) cem qo(0), gi(0) 一 qo(0), fo(0) SS qo(L), Ri (0) = go(L), (7-131) 


那么 称 函 数 golt), ott), Jolt), f(t) 是 关于 glr) 的 容许 集 . 
2. RH 问题 
定理 7.3.1 ZS qo(t) 是 光滑 函数 . 假定 golt), gi (t), folt), filt) 是 关于 olr) 的 


容许 集 ( 见 定义 7.3.4). 根据 定义 7.3.1, 7.3.2 A 7.3.3, 用 go(z), golt), g1(t), folt), but 
定义 谱 函 数 a(k), b(k), A(k), B(k), Ak), B(k). 假定 
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e a(k) 至 多 有 单 零点 {k;}, Imk; > 0, 当 Imk = 0 时 无 零点 ， 

e A(k) 至 多 有 单 零点 {K;}, arg K; € (0, 5) U (m, 3), 4 argk — 0, Z,m, 37 时 
无 零点 ， 

e Alk) 至 多 有 单 零点 {Kj}, arg K; € (0, 5) U (m, 52), 当 argk = 0, ës, 52 时 
无 零点 ， 

e 函数 

d(k) = a(k) A(k) — Ab(k) B(k) (7-132) 

至 多 有 单 零点 {和 Aj}, argA; e (5,7), 当 argk = 5,7 FAFA, 

e 函数 


a(k) = a(k).A(k) + Ab(k)e?5*" B(k) (7-133) 


至 多 有 单 零 点 (vj), argu; € (0, 5), 而 当 argk = 0,5 时 无 零点 ， 
e 当 argk € (2,7) 时 , a(k) 和 d(k) 的 零点 不 同 ， 
e ?4 argk € (0, 2) 时 , a(k) AI a(k) 的 零点 不 同 ， 
e 当 argk € (0, 5) 时 , a(k) 和 A(k) 或 .A(k) 的 零点 不 同 ， 
e ^4 argk € (3,7) 时 , d(k) 和 A(K) 或 A) 的 零点 不 同 . 
定义 M(z,t, 是 如 下 2 x 2 矩阵 RH 问题 的 解 : 
e M TE C/[RUiR) 上 局 部 解析 且 行 列 式 为 1， 


e M (zr,t,k)- Mi,(z,tk)J(rt,k) k € RUiR, (1-134) 
Ro M Ru 4 argk € [2,7] U [22,21], M+ 4 k € [0,5] U [m, $], J HH a, b, A, 


B, A, B 根据 (7-92) 和 (7-93) 定义 ， 


M(z,tk)-I4O H , 大 一 co， (7-135) 
e 留 数 条 件 (7-104)~(7-108). 
M (z,t, k) 存在 且 唯 一 , 用 M (m, t, k) 定义 g(x,t) 为 
g(z,t) = 2i lim k(M(z,t,k))i2, (7-136) 
那么 q(x,t) RTWGRfEAEZR TER (7-44) HU 
q,(0,t) = g(t), gz(L,t) = fi (t). (7-137) 


证 明 如 果 alk) 和 d(k) 分 别 在 arg k € (0, 5) 和 argk € (5,7) 上 没有 零点, AB 
么 函数 M (m, t, k) 满足 非 奇 性 RH 问题 . 由 于 跳跃 矩阵 J 满足 适当 的 对 称 条 件 , 因此 
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这 个 问题 有 可 能 有 一 个 唯一 的 全 局 解 &11. 加 上 一 个 代数 方程 组 , a(k) A d(k) 有 有 
限 个 零点 的 情形 可 以 映射 到 没有 零点 的 情形 , 此 方程 组 通常 情况 下 都 唯一 可 解 E1， 
证 明 qla, t) 满足 非 线 性 醉 定 语 方程 . 利用 穿 衣服 方法 239 中 的 变量 可 以 直接 证 
明 如 果 M(z,t,k) 是 上 述 RH 问题 的 唯一 解 , q(z,t) 由 方程 (7-136) 给 出 , 那么 g 和 
M 满足 Lax 对 的 两 部 分 , 因此 q EIER TERE IR Lem. 
WEBB q(r,0) = qo(z). 定义 2 x 2 矩阵 Ji (x, k), Jafar, k), JO (2, k), J£? (a, k) 
和 Ji (s, k) 为 


a(k) 2ik(L—2) a(k) 
kt, —Bí(k 一 一 0 
"n | a(k) SMe | "" 7 ANN 


0 Së AB(K)e-2ik(L-z) alk) 
a(k) a(k) 
1 0 i ~ B(k)e "2 
ze XB L aa a(k)d(k) |, (7-138) 
ak) | i ! 
1 MEI Ate 
(o9) . de 
* 1 NK a 
入 一 一 一 ec2iKz 
a(k) a(k)a(k) 
可 以 证 明 


Ji(z,0,k) 2 AJ, ` Jo(z,0, k) = AIO Íz, 


" -1 7-139) 
Ja(z,0,k) Ari, ` Ja(m, 0, k) = J£? (f?) Jp 


记 Mit, t, k), MO (x,t, k), MO) (z, t, k), M (z, t, k) 分 别 表示 argk € [0,5], 
arg k € EA 27] 上 的 M (z.,t, k), 则 跳跃 条 件 (7-91) 变 为 

MO = MOJ,, MO = MOJ,, M? = MDDI, M® = M®) J}. ` (7-140) 
计算 上 述 方程 在 上 = 0 时 的 值 , 同时 利用 方程 (7-139), 可 得 


MO (s, 0, k) = (M? (z,0, k) JA) 99), 

MO (z,0, k) = MO (z, 0, KJI UAOO, 

(MC) (z,0, kj *) = (MO? (s, 0, Fäi), 

(M9 (z,0, k) 5 *) = MO (z,0, k) Jf. (7-141) 
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Mj?) = MO(z,0,k)Ji(z,k), Mj? = MO (z,0,k), (7-142) 
M9 = MG(z, 0, k), Mil = MO (z,0, k) ite, k). (7-143) 


可 以 证 明 局 部 解析 函数 M(%)(z,k) 满足 跳跃 条 件 


MA = M(9 (9, MO = MOIE, 
Mil = MOJO, MEO = vie) del, 


这 些 条 件 正 是 与 非 线 性 薛 定 谓 方 程 0 < m < 00,0 < t < TUS 相关 的 RH 问题 的 
唯一 解 所 满足 的 跳跃 条 件 . det M? = 1, M) = IO (1) , — oo. 直接 计算 就 
可 证 明 (7-142) 和 (7-143) 把 v; 处 的 极点 变换 成 k; 处 的 极点 , 留 数 条 件 (7-104) 和 
(7-105) 被 上 = kj 处 的 留 数 替换 (参见 文献 [78]). 所 以 , M'%)(z,) 满足 的 RH 问题 
与 上 = 0 时 半 直 线 上 的 RH 问题 相同 . 因此 g(x,0) = qo(z). 

证 明 q(0,t) = gett), q« (0, t) = gi(t). & MO (t, k) 为 


M OX (t, k) = M(0,t, k)G(t, k), (7-144) 


其 中 G 为 GD,… GU 分 别 在 argk € [0, 引 ,… [2,25] 上 . 假定 可 以 找到 全 纯 抵 
Bk GO), 当 大 一 oo 时 趋 于 T, 且 满足 


J1(0, t, k)G O = G) JO, Jo(0, t, k)G C) = G J% 


Ja(0, t, GO = GJO, (7-145) 


其 中 JO(tk) 由 注 7.8.2 定义 ， 从 (7-145) 可 得 J4(0,t, k)G(? = GG JO), 方程 
(7-140) 和 (7-144) 意味 着 MO) (t, k) 满足 注 7.3.2 中 定义 的 RH 问题 . 即 注 7.3.2 给 
出 了 所 要 的 结果 . 

接 下 来 说 明 这 些 和 矩阵 GU) 是 


alk) uer A(R) 0 
GO) z A(k) R (Je Go a(k) M 
A(k) ct (KY —Aik? (T —t) o(k) 
0 o(k) Ac ( je A(k) 
—b(k) aika: SE 0 
d(k) ————e-^ 
GG = " AG) GO = us. 
i —Ab(k 2, 一 一 
0 d(k) Seng t q(k) 
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已 经 知道 , 半 直 线 问 题 中 矩阵 JZ (0, t, k), G9 OX (t, k), GO (t, k) 满足 
J2*(0, t, kG = G> (7-147) 
证 明 上 述 公式 需 用 到 
aā— Mb=1, AA-ABB=1, aB—bA=esik Tet, (7-148) 


矩阵 Jo(0,t, k) 可 以 从 矩阵 JZ (0,t,k) 得 到 ,其 中 a 和 6b 分 别 由 a 和 6 替换 . 
a, B, A, B 满足 的 方程 与 (7-148) 类 似 , 其 中 a 和 jb 分 别 替 换 成 a 和 B. 所 以 , GO 和 
GO) 可 从 Gi 和 GAO 得 到 , 其 中 a 和 5 分 别 替换 为 a 和 6. 由 此 得 到 了 (7-146) 
中 的 前 两 个 式 子 . 

得 到 GO 后 , 由 方程 (7-145) 的 第 一 式 可 以 得 到 G42) ,然后 由 对 称 性 就 可 得 到 
GO), 可 以 证 明 GO) 满足 方程 JY (0, t, kK)GO) -GOJO = 0: 元 素 (21) 和 (22) 恒 等 
当 且 仅 当 


6 = e 十 Mire (7-149) 
时 , 元 素 (11) 满足 . 根据 全 局 关系 ， 
6 = Ge ~ ABB = $1 ABB) - A8B = $ T (oB — BA) 


等 于 方程 (7-149) 的 右 端 , 25 EL DU 
ôb BI aB ve" 
d4 d AA AA 
时 , 元 素 (12) 满足 . 利用 全 局 关系 替换 掉 上 式 中 的 ct exp( 4i ^T) 后 得 
ôb + ABe?:*- = Bd. (7-150) 
上 式 的 左边 等 于 
b(a — ABB) + ABe?*" = —A8bB + A(ob + Be”), 


利用 恒等式 (7-102), 上 式 等 于 方程 (7-150) 的 右边 . 
与 q(z,0) = qo(z) 的 证 明 类 似 , 证 明 (7-144) 把 留 数 条 件 (7-104)~(7-108) 变换 
成 注 7.3.2 中 的 留 数 条 件 . 
证 明 q(L.t) = folt), gqz(L,t) = bi), 与 上 面 的 证 明 类 似 , 寻找 矩阵 FO (t, k) 
使 得 
NL RF = FOI), — JA(L, t, k)E& = FJD), 


Ja(L,t, k)F(9) = FG JG), (7-151) 
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用 上 面 第 二 个 方程 比 Ja(L, t, k) F(9 = FOJO 更 方便 . 接 下 来 说 明 这 些 矩 阵 FO 
是 


zx 0 1 ct (大 )e4ik (T-t)-2ikL 
Fes — \b(k)etik’t+2ikL , FB A(k) d(k) ' 


SEI : Be 
yr —b(k)e- ik t-2ikL —A(k) 0 
F(4) = | a(k) Alk) | ， FC) | Ac* (k)e-4iF (T-t)+2ikL 1 | 
0 —1 | dk) AQ) 
(1-152) 


HRE JA(L, t, k) 可 以 写成 


Ja(L, t, k) = A(k)Ja(t, k)A(k), (7-153) 
其 中 
A(k) — diag E ， ceat) (7-154) 
At, k) = E " j Camry ^ ， (T-155) 
AB(k)ett ü E 
(—d(k)e?ikL) d(k)d(k) 
B(k) = A(k)b(k) — B(k)a(k). (7-156) 
因此 方程 (7-151) 中 的 第 二 个 式 子 变 为 
Ja(t, OAF = (A FO) JUD. (7-157) 
函数 B(k), a(k) = —e?La(K), A(k), B(k) 满足 下 列 方程 
à& ABB —1, AA—ABB-1, &B -BA = ei Tot(k). (7-158) 


事实 上 ,方程 (7-158) 中 的 第 一 式 是 deu, = 1, 第 三 式 是 全 局 关系 . 比较 方程 (1-157) 
和 (7-147) 可 知 (AQ) EO 可 以 从 GO 得 到 , 其 中 a, b, A, B Mk à, B, A, B 替换 
由 此 得 到 方程 (7-152) 的 后 两 式 . 

确定 FO 之 后 , 从 方程 (7-151) 的 第 一 式 可 得 到 FO. 在 此 并 不 具体 给 出 FO 
而 是 证 明 FOJO — J,(L t, k) — 0 成 立 : 元 素 (12) 和 (22) 满足 当 且 仅 当 


e s N WE " E e 一 
ABe?ikL ac* e- Ai T+2ikL be2ikL B 


da da AA YA 
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时 , 元 素 (21) 满足 . 用 全 局 关系 替换 掉 exp[- 44k? T] 后 , 再 利用 等 式 1 — aa = 一 和 bb， 
上 式 变 为 

A(aB + bAe?**L) = be”? + Ba. 


利用 o 的 定义 和 AA — ABB = 1, ERES. 利用 行列 式 恒 等 即 可 证 明 元 素 (11) 
满足 . 
与 前 面 的 情况 相似 , 变换 


M(L,t,k) 5 MU? (t, k) = M(L,t, k)F(t, k) 
JE XE XE 7.3.1 中 的 RH 问题 映射 到 注 7.3.3 中 的 RH 问题 . 


7.3.4 全 局 关系 分 析 
在 z=0 处 计算 方程 (7-81), 得 


(a(k).A(t, k) A Ab(k)e?*" B(t, k)) B(t,k) — (b(k).A(t, k) - Aa(k)e?**" B(t, k)) A(t, k) 
=e tect(k, t, Eet, (7-159) 
其 中 
L 
c* (k,t) = | e?! ek, x, (dr, (7-160) 
0 


c(k,z,t) Æ k 的 整 函数 , 它 及 其 对 zx 和 t 的 导数 当 大 一 oo .k 在 第 一 象限 内 都 是 
O(1). 这 意味 着 c* (k, t) 是 大 的 整 函数 , H k — oo, Imk > 0 ft O(1/k), 具体 为 


c* (k) e O (== ) EE 
对 方程 (7-159) 的 分 析 需 要 用 到 以 下 两 个 等 式 
j S k | / i ed4ik l-t) K (r, bar dk — 了 K (t', t), (7-161) 
" Bu ap n oc Ie Eu "d (7-162) 


其 中 
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9D; 表示 (ioo, 0] 和 p i 的 合集 ( 即 第 一 象限 的 有 向 边界 ), 9D) 表示 的 是 把 Di 
区 域 形 变 经 过 点 上 = Fn € Z KIR, K(r. t) 是 所 示 变 量 的 光滑 函数 ， 


A(k) = eE — e HR, (7-163) 


为 了 得 到 方程 (7-162), 把 该 方程 的 左边 移 到 等 式 的 右边 再 加 上 项 


k? 4ik? (r —t') K(t', t) 
[IU A5 n e K (r,t)dT + Jik? | ax. 


此 项 的 积分 部 分 解析 且 限 制 在 9D9 围 成 的 复 k 平面 上 , 它 的 零 阶 项 (关于 (äi 
包含 了 振荡 因子 t-t, 由 Jordan 引 理 可 知 该 项 为 零 . 同样 地 , 为 了 得 到 方程 
(7-161), 把 该 式 的 左边 改写 成 


| k | f ' esik (T-t) K (r, par) dk + | " k | J ; et C-K (r tar] dk, 
(7-164) 
OD; 的 路 径 包 含 了 [0, co), 可 以 通过 大 替换 成 —k 映射 到 [0, —oc), 所 以 8D1 可 以 
用 9D3 取代 , 表示 (i00, 0] 和 [0, -co) 的 并 集 . 把 (7-164) 中 第 一 个 积分 区 域 Di 用 
OD» 替换 , 可 得 


ce4ik (7 一 KK T,t dr 一 K(t, t) dk 4- K (t^, t) dk 
YA n on Aik 4i Jap, k 


t / / 
Aik*(r—t) ge K (t',t) k- K (t',t) dk 
A ji e kK(r,t)dr + — c1. |d uda 


其 中 D 表示 把 的 路 径 切割 成 锯齿 状 以 绕 过 大 = 0. 上 式 中 第 一 和 第 三 个 积分 的 
积分 部 分 解析 且 分 别 在 Da 和 Di 上 衰减 , 因此 为 零 , 第 一 阶 (关于 ki 项 分 别 包 
含 振荡 因子 e- 2t 和 es4ik(t-t), 剩 下 的 两 个 积分 等 于 

sud 22 idg = ZK I D. 


现在 说 明 从 全 局 关系 (7-159) 可 以 显 式 解 出 A) 和 g(t). 为 了 避免 计算 的 复 
杂 , 考虑 零 初 始 条 件 的 情况 , 这 时 , a(k) = 1, (Kk) 三 0, fit) gi (t) 的 表达 式 分 别 为 


in D 2k? [y go(t) ZEIT, 
4^0- Um A(k) (oun à ni SS 8 dt l Lou 
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folt) 
e Sc) dk 4- Nu ,k) — F(t, —k)]dk, (7-165) 
in 2k? folt) » (k) 
a ee po AG ba Se Wes ee E k zo d e 
go(t) k zt ECH m 
- -a ae f vn [e 25 F(t, k) — eikL F(t, —k)]dk, 
(7-166) 
其 中 
X (k) = e2ikL ES e Mk (7-167) 
F(t,k)— o gau ya, i "lo A P = atO 1 ks 
x | e i o. į vu, — eZikL E e id gr " 2 
x ER LO o 十 ZI (7-168) 


把 上 式 , A, B 的 表达 式 (7-56) 和 (7-57), A, B 类 似 的 表达 式 以 及 a 三 1,b 三 0 代入 
方程 (7-159), 得 


t t 
aj ei "LA, 2r — t)dr + Ge Hbk ji etre (t, 2r — t)dr 
0 0 


t t 
- | eAik^T M, (t, 27 — t)dr — 2ke?** f ed4ik Malt, 27 — t)dT 
0 0 
tetit E(t, k) 十 edik iert, k). (7-169) 


用 {L;(t, k), M;(t, k), C; (t, k), M5 (t k)) Zë F(t, k), 然后 利用 (7-60) 把 F(t, k) ok 
写成 (7-168) 的 形式 . 分 步 积分 后 可 得 大 一 oo, etit F(t, k) = O(1/K?). 

把 方程 (7-169) 中 的 大 替换 成 —k, 然后 求解 所 得 方程 以 及 方程 (7-169) 左边 的 
两 个 积分 式 , 得 


t t 
Aik?r - AE Aik?r D 
d € £1(t,2r — t)dr = A(5 人 € Mı(t, 2r — t)dr 
-2k Í nearr EU Ouch) x (7-170) 
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和 
2 j ' 4ik?T p (t, 2r — Dé a f ' kiki? Malt, 2r — t)dr 
wm e ,2T — t)AT = —— ] e ;AT — 
0 A(k) Jo i 
Y (k) | SEN a LG, k) -exkcG( —k) 
SAP AUD A e Mi(t,27 — t)dT Ge TT E ， 
(7-171) 
其 中 


G(t, k) = e*i t (t, k) + eti te (s. k). 


在 方程 (1-170) 的 两 边 分 别 乘 以 kexp(—4ik?t),t' > 0,t < 然后 在 0D) 上 积分 . 


[zt 0 m 


是 解析 的 且 在 0D 内 有 界 , 因此 


kesik’ (t-t) e (t, k) = c* (t, —k) 
A(k) 


的 积分 为 零 . 含有 L1 和 M 的 积分 运算 分 别 要 用 到 方程 (7-161) 和 (7-162). 而 且 ， 
含有 M 项 的 计算 要 用 到 方程 (7-162), 其 中 1/A 用 > /人 A 替代 . 计算 后 得 


ilk 2t' - t) = AK" f eie (7) M (t, 2T — t)dr 
2 apo A(k) |Jo 
M(t, 2t' — t) / 22K) A 4ik? (r —t) 
一 一 一 一 一 一 一 一 Ze t,2r — t)d 
A | dk Gem 2k A |J, e M(t, 2r — t)dT 
1 


M(t, 2 — t) 
4ik? 


dk 4 f aped k) — F(t, —))dk. 


fE t — 处 计算 上 式 , 并 利用 方程 (7-54) 的 第 一 项 和 方程 (7-55) 的 第 三 项 就 可 得 方 
程 (7-165). 用 类 似 的 方法 可 以 得 到 方程 (7-166). 


7.3.5 ”结论 
在 有 限 区 间 上 分 析 了 非 线性 薛 定 诅 方 程 的 Dirichlet 问题 (7-44). 特别 地 ， 


(1) 给 定 Dirichlet 数据 q(0,t) = go(t) 和 q(L,t) = folt), 通过 关于 函数 (7-59) 
的 非 线 性 常 微分 方程 组 给 出 了 Neumann 边界 值 qz(0,b = g(t) 和 gz(L,t) = fi(t). 
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函数 (L5, Mj}3-1 满足 (7-61), 函数 (£5, Mj;}3-1 满足 类 似 的 方程 , Neumann 边界 
值 由 方程 (7-165) 和 (7-166) 给 定 ; 

(2) 给 定 初 始 条 件 q(z,0) = g(x), 由 定义 7.3.1 定义 谱 函 数 {a(k), b(k)}; 给 定 
go(t) 和 ott, 由 定义 7.3.2 定义 谱 函 数 {4A(k), B(k)], E folt) 和 fi(t), 由 定义 
7.3.3 定义 谱 函 数 {A(k), B(k)}; 

(3) 给 定 (a(k), Mk), A(k), B(k), A(k), B(k)) 定义 了 关于 M(z,t,k) 的 RH 问题 ， 
然后 通过 M 定义 了 q(z,t). a(, t) 是 非 线性 薛 定 诅 方 程 的 解 , H 


q(z,0) = qo(z), q(0,t) — go(t), q« (0,t) = gı (t), 
q(L,t) SS fo(t), qz (L, t) = hi (t), 


详 见 定理 7.3.1. 
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除了 前 面 几 章 讲述 的 行 波 法 、 分离 变 量 法 和 反 散 射 方法 外 , 在 众多 的 数学 家 和 
物理 学 家 们 的 共同 努力 下 , 已 经 有 许多 其 他 行 之 有 效 的 方法 被 建立 起 来 , 其 中 最 有 
效 的 方法 有 Hirota 的 双 线 性 方法 1%, 1 趾 、 基 于 对 称 性 的 约 化 法 (16, 196]、Painlevé 分 
friki 41, 51, 159, 2001. Bäcklund 变换 法 、 达 布 变换 法 [93, 187, 23、 穿 衣服 方法 和 形 
变 上 映射 法 046, 149, 150, 161] 等 等 . 本 章 就 双 线 性 方法 、 达 布 变换 法 、Painleve 分 析 法 、 
对 称 约 化 法 和 非 行 波形 变 映射 法 等 作 一 些 简要 的 介绍 . 


8.1 广 田 直接 法 


广 田 (Hirota) 直接 法 的 基本 思想 是 运用 合适 的 变换 将 非 线 性 方程 变换 成 齐 次 
JE XX, 对 于 可 积 系统 , 往往 是 双 线 性 形式 . 本 节 首 先 以 KdV 方程 为 例 作 一 简单 的 介 
绍 , 然后 利用 双 线 性 方法 对 一 个 耦合 的 非 线性 系统 做 可 双 线 性 化 归 类 . 
8.1.1 KdV 方程 的 Hirota 方法 处 理 
单个 的 KdV 方程 为 
Ut 十 6uuz + Urrz = 0. (8-1) 


为 了 将 KdV 方程 双 线 性 化 , 首先 要 寻找 一 个 合适 的 变换 , 使 得 变换 后 的 方程 成 为 
双 线 性 形式 . 这 样 的 变换 通常 可 以 采用 截断 Painlevé 分 析 法 ( 见 下 节 ) 得 到 ,对 于 
KdV 方程 , 这 样 的 变换 为 

u = 2(In Pl, (8-2) 


将 (8-2) 代入 (8-1) 后 积分 一 次 并 取 积 分 常数 为 零 , 得 双 线 性 KdV 方程 


(DzDi + Dz)f - f — 0, (8-3) 
其 中 双 线 性 算 子 D. 和 Di 的 定义 为 
"ia m 
D"DPf.gzm Sa ët P (2 ast Note — a, t b) ey (8-4) 


求解 双 线 性 方程 的 多 孤子 解 的 基本 方法 是 采用 小 参数 展开 法 ， 


f 一 Kë fie, fo zm]. (8-5) 


i—0 
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将 (8-5) 代入 (8-3) 得 
Suen + O05)fk = —= Ke Ss + DDfi - f-i- (8-6) 
天 三 1 2 £1 i=1 
比较 (8-6) 中 e 的 系数 , 即 可 求 得 fi 满足 的 方程 为 
(3$ + 0,0.)f1 =0, (8-7) 
(83 + 88.)fa SD + DDR - fy (8-8) 
(01 + 840:)fa = (Dİ + Da Di)fi - fo, (8-9) 
(82 + 06.0.) fk — — Lin + Dz Dt)fi: fr-i, (8-10) 


从 (8-7)~(8-10) 很 容易 看 出 , 在 这 种 方法 中 , 所 有 fi 满足 的 方程 都 是 线性 的 . 对 于 
孤立 子 解 , 可 以 简单 地 取 


N N 
fis V egent E es -kjttno; 一 e ni, (8-11) 
j=1 j=1 
N N 2 
k=% Y (4k? — 3k;ki D on ctn; 一 E! (ki — kj)? BET? (8-12) 
j=1 i=l 3(ki + kj T (ki + kj)? ' 
f3 = Kä Aij Ai Anke tH, (8-13) 
i<j<k 
k 
fk = Kä TI 4i i, exp "E k = ZEE N, (8-14) 
ii >i2>- >ik m»n e 
fx — 0, k N, (8-15) 
从 而 KdV 方程 的 多 孤子 解 的 表达 式 为 


N k 
(EW KX Kä lI Ai, fe exp » 3] , fo 21. (8-16) 
p rr 


k=0 i1 >i2> >ik M>N 


由 于 任意 常数 moi 的 存在 , 在 表达 式 (8-16) 中 , 展开 参数 = 已 经 被 吸收 掉 而 并 没有 
失去 一 般 性 . 
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8.1.2 ”耦合 KdV 方程 的 可 双 线 性 化 分 类 


第 二 章 第 四 节 讲 述 了 如 何 从 两 层 流体 模型 出 发 导出 耦合 KdV 方程 , 导出 的 方 
程 为 


Us + AU; + (MV? + Aguv 十 Muzz + X5u2)z = 0, (8-17) 
Ut 十 MI VU? 十 (uzu? + uauv + Lavzz + USU Ja = 0, (8-18) 


其 中 Nim (i = 1,2,… ,5) 是 任意 常数 . 

在 导出 方程 之 后 , 我 们 面临 的 最 重要 的 问题 就 是 如 何 求解 它们 . 对 导出 方程 进 
行 合适 的 归 类 是 非常 有 意义 的 . 由 于 Hirota 双 线 性 方法 是 求解 非 线 性 方程 的 最 有 效 
最 简便 的 方法 之 一 , 因此 , 一 个 自然 的 问题 就 是 什么 样 的 方程 可 以 双 线 性 化 ? 对 于 具 
HEBR KdV 方程 (8-17)~(8-18), 问题 成 为 : 在 什么 样 的 参数 和 i, ji (i = 1,2,:… ,5) 
选择 下 , 模型 可 以 被 双 线性 化 ? 即 如 何 对 斐 合 KdV 方程 (8-17) 和 (8-18) 进行 可 双 
线性 化 分 类 ? 

这 里 仅 考 虑 可 以 用 截断 Painlevé 展开 法 来 双 线 性 化 模型 的 可 能 性 . 从 [175] 可 
知 , 当 


p2à2 # 0 (8-19) 


时 , 模型 有 唯一 可 能 的 截断 Painlevé 展开 式 


h 
umb rm (8-20) 
其 中 f 为 任意 函数 , 函数 g, h, na 的 确定 视 不 同 的 情况 而 定 . 
当 
p2 一 0 (8-21) 


(或 等 价 地 Ao = 0) 时 , 耦合 KdV 方程 (8-17)~(8-18) 有 另 一 种 可 能 的 截断 Painlevé 
展开 


(8-22) 


其 中 fpa r 为 待定 函数 . 
通过 仔细 分 析 可 以 得 到 下 述 两 种 类 型 的 双 线 性 化 形式 : 
(1) ?4 (8-20) 中 的 g, h, p,q 完全 确定 ( 即 在 Painlevé 检验 中 在 7 了 = 0, 1 处 没有 
共振 点 ) 时 , 可 以 证 明 仅 当 
Au = H4 


81 J HAR 


时 , 变换 
u = —a(ln f)zz, v= —b(ln f)zz 
TURRE KdV 方程 双 线 性 化 为 单个 的 双 线性 KdV 方程 
(ma D$ + DDT. f — 0, 
其 中 a,b 与 模型 参数 的 联系 为 


2u3a? + (ui + 2413)ab + 124b 十 2usb? = 0, 
230? + (Al + 223)ab + 124a + 245a? = 0. 


(8-23) 


(8-24) 


(8-25) 
(8-26) 


由 上 一 小 节 给 定 的 双 线 性 KdV FERRERS KdV 方程 (8-17)~(8-18) 


的 解 . 


(2) 当 (8-20) 中 g 和 p 中 的 一 个 为 任意 函数 (BITE Painlevé 检验 中 j = 0 处 有 


一 个 共振 点 ) 时 , 相应 的 可 双 线 性 化 条 件 为 

Mj cn = 人 Mps= Zi 
相应 的 变换 为 
在 参数 条 件 (8-27) F, (8-17)~(8-18) 成 为 


入 
ut 十 (sw 十 AUS ya 十 Muss) = 0, 
H4 元 


入 
Ut 十 (mm 十 v? 十 itas) = M 
Au " 


将 (8-28) 代入 (8-29)~(8-30) 即 得 双 线 性 形式 
(Di + p4D2)f p — 0, 
3u4 (DD; + Aa DIE - f + palua — à) D3 f p — 0. 
上 述 方程 的 单 孤 子 解 为 | 
f=1+exp (kz ga , 


kaua 


AA AA ke t vpkt) 一 一 一 一 一 KI 
e d PS? Ua (pa / aM 一 Haha 


(8-27) 


(8-28) 


(8-29) 


(8-30) 


(8-31) 
(8-32) 


(8-33) 


(8-34) 
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3uak? Vaha 2 E 3 | 
u—FL————————.sech" |z(kz d y Apak"t)| , 8-35 
2(Aaua 干 ua V Aaa) 2 dur) CH 
3u4k? A4 2 E 3 | 
v= t= BECH |z(kz t V Aapakt)| . 8-36 
2(Aapa F ua V/Aapa) 2 uk t) m) 


8.2 达 布 变换 法 


几乎 从 孤立 子 理 论 产生 的 一 开始 人 们 就 意识 到 一 个 非常 重要 的 结果 就 是 非 线 
性 系统 的 多 孤子 解 可 以 通过 基本 的 初等 手段 Bäcklund 变换 来 构造 ， 通常 可 以 从 
非 线 性 系统 有 限 的 已 知 解 出 发 , 利用 Bäcklund 变换 的 非 线 性 秋 加 性 质 来 构造 系统 
的 新 解 . 但 是 , 在 实际 的 迭代 过 程 中 , Bäcklund 变换 很 难 直 接 有 效 的 用 来 构造 多 孤 
子 解 . 对 一 些 已 知 的 著名 孤子 方程 , 如 sine-Gordon 方程 和 KdV 方程 等 , 它们 的 
Bäcklund 变换 的 警 加 公式 都 已 经 给 出 名 1. 但 是 对 于 另外 大 量 的 非 线 性 方程 , 并 没 
有 一 个 固定 的 模式 和 步骤 来 导出 它们 的 Bäcklund 变换 , 只 能 根据 具体 问题 具体 构 
造 , 需要 很 强 的 技巧 性 . 胡 星 标 研究 员 借助 Hirota 双 线 性 方法 得 到 了 很 多 非 线 性 系 
统 的 Bäcklund 变换 [108]. 

这 一 节 主 要 讨论 和 Bácklund 变换 很 类 似 的 一 种 有 效 求解 非 线性 系统 的 基本 
方法 , 就 是 所 谓 的 达 布 变换 法 . 达 布 变换 法 可 以 追溯 到 19 世纪 末 法 国 数学 家 G 
Darboux 在 研究 线性 Sturm-Liouville 问题 时 的 思考 方法 .如 今 达 布 变 换 法 已 经 被 
用 来 求解 许多 非 线性 偏 微分 方程 的 孤子 解 . 如 不 稳定 的 Schrödinger F, KdV 方 
程 、DS 方程 、KP 方程 、1+1 维和 2+1 维 Toda 格 点 方程 、SG 方程 以 及 非 线性 薛 
定 请 系统 等 等 . 

由 于 构造 非 线性 系统 的 达 布 变换 相对 反 散 射 方法 要 简单 方便 得 多 , 它 提供 了 研 
究 非 线性 系统 的 孤立 子 解 及 其 相互 作用 性 质 的 一 种 非常 方便 有 效 的 手段 . 目前 , 对 
于 很 多 有 重要 研究 意义 的 物理 模型 , 我 们 都 可 以 给 出 它们 的 达 布 变换 , 进而 得 到 它 
们 更 进一步 的 物理 和 数学 性 质 . 

下 面 先 就 初等 达 布 变化 做 一 介绍 , 然后 具体 给 出 2+1 维 色 散 长 波 方程 和 非 对 
称 NNV 方程 的 达 布 变换 解 . 

8.2.1 ”初等 达 布 变换 


1882 年 , 达 布 研究 了 一 个 二 阶 线性 常 微 分 Sturm-Liouville 方程 (就 是 现在 所 谓 
DI EE RE TS; TE) 的 特征 值 问题 53 


—Prr 一 u(z)ó = AQ, (8-37) 


AP u(z) 是 给 定 的 势 函 数 , 和 是 常数 , 称 为 谱 参 数 . 达 布 发 现 : 设 w(z) 和 ol, A) 是 
满足 方程 (8-37) 的 两 个 函数 , 对 任意 给 定 的 常数 Xo, 令 f(z) = 9(z, Ao), 也 就 是 说 ， 
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函数 f 是 式 (8-37) 34 入 = Ao 时 的 一 个 解 , 那么 由 


u =u + 2(ln f)z;, (8-38) 
9 (z, à) =ġz(T, À) 一 Gas 入 ) (8-39) 


所 定义 的 函数 RI o^ 一 定 满足 和 (8-37) 同样 形式 的 方程 , 即 
一 gz — u(z)) = A. (8-40) 


这 样 这 个 借助 于 f(x) = plz, Ao) 所 作 的 变换 (8-38) 和 (8-39) 将 满足 方程 (8-37) 的 
一 组 函数 (u, 9) 变化 为 满足 同一 方程 的 另 一 组 函数 (u^, ^), 这 种 变换 就 是 初等 达 布 
变换 
(u, éi — (w', 9^), (8-41) 

并 且 只 有 在 f 0 处 它 是 有 效 的 . ERRA h T ER EIN PER USE Ml 
变换 , 取 定 初 值 解 , ka 01188 ZR PE BE E 19 77 PERS] Dër P FR. 由 于 方程 (8-37) 
是 线性 方程 , 而 孤子 方程 都 是 非 线性 系统 , 从 这 个 方面 来 说 , 达 布 变换 并 没有 显示 出 
它 在 求解 非 线性 系统 的 孤子 解 时 的 优越 性 . 因此 , 在 很 长 的 时 间 内 , 达 布 变换 法 没有 
引起 人 们 足够 的 重视 和 研究 . 直到 1967 Æ, Gardner, Green, Kruskal 和 Miura 把 
KdV 方程 的 初 值 解 和 一 维 线性 莅 定 证 方程 的 反 散 射 问题 联 系 起 来 以 后 , 达 布 变换 
法 才 得 到 人 们 的 关注 和 重视 , 得 以 迅速 发 展 起 来 . Crum 还 证 明了 经 过 一 次 达 布 变 
换 就 是 增加 了 非 线性 系统 的 一 个 孤立 子 吧 . 在 重点 介绍 孤子 系统 的 达 布 变换 前 , 需 
要 简单 了 解 一 下 有 关 非 线性 系统 Lax 对 的 相关 知识 . 

1968 年 , P D Lax 在 文献 [131] 中 引进 两 个 算 子 , 较为 简洁 地 解释 了 [87] 中 的 
结果 . RAT 


LzL(u) = -0 — u, (8-42) 
M = M(u) = —40? — 6u0 — 3u, (8-43) 
和 KdV 方程 
ut + uu, + Mans = 0 (8-44) 
有 下 面 的 关系 
[L, M] = —6uu; 一 uzzz, 
其 中 


[L, M] = LM — ML. 
引进 了 上 述 记 号 后 , KdV 方程 (8-44) 可 以 表示 成 


Lt m -|L, M]. 
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换言之 , 方程 (8-44) 可 以 看 成 是 方程 组 


—Prr — uó = A, 
Qt = —ÁAózzz; 一 6ugz — 3uió 


的 可 积 条 件 , 其 中 $ 是 (2, t) 的 函数 . 这 里 所 说 的 可 积 条 件 是 指 Ours = 9izz 成 立 . 
可 积 条 件 成 立 的 充 要 条 件 就 是 v 满足 KdV 方程 (8-44). 方程 组 (8-45) 就 称 为 KdV 
方程 (8-44) 的 Lax 对 . 

更 进一步 的 研究 发 现 , 达 布 变换 (8-38) 和 (8-39) 也 适用 于 KdV 方程 , 这 个 变 
换 中 的 函数 不 但 保持 (8-45) 中 第 一 式 的 形式 不 变 , WA (u', 9') 还 满足 (8-45) 的 第 
ZA, 因而 满足 方程 组 (8-45) 的 可 积 条 件 , 即 u' 也 是 KdV 方程 的 解 . 这 样 , 如 
果 已 知 KdV 方程 的 一 个 解 u, 通过 解 线性 方程 组 (8-45) 得 到 函数 (m, t, A), PE 
入 = Ao, 得 到 f(z,t) = (x,t, ào), 那么 w = u + 2(In f), 就 给 出 KdV 方程 的 一 个 
新 解 , 而 式 子 (8-39) 给 出 的 A 是 与 u' 相应 的 Lax 对 的 解 . 这 样 就 为 求 KdV 方程 的 
新 解 提 供 了 很 好 的 方法 . 只 需要 解 线性 方程 组 (8-45) 得 出 a 然后 显 式 运 算 (8-38) 
和 (8-39) 就 可 以 得 到 KdV 方程 的 大 量 特 解 . 不 但 如 此 , 这 个 变换 还 可 以 继续 进行 
下 去 , 因为 已 经 由 式 子 (8-39) 得 到 , 就 不 再 需要 解 方程 组 (8-45), 可 以 直接 地 显 
式 得 到 二 次 和 三 次 达 布 变换 等 等 


(8-45) 


(u,$) — (u^, $^) Re (ui, o”) Co didis 


这 样 ,以 Lax 对 (8-45) 为 中 介 , ØRER ENEA MEHE SIT KdV Jy 
程 的 达 布 变换 . 其 基本 思路 是 : 利用 非 线 性 方程 的 一 个 解 及 其 Lax 对 相应 的 解 , 用 
代数 算法 及 微分 运算 来 得 出 非 线性 方程 的 新 解 和 Lax 对 相应 的 解 , 再 利用 达 布 变换 
的 迭代 性 质 , 可 以 一 次 次 地 迭代 下 去 , 得 到 非 线性 系统 的 无 限 多 个 新 解 . 另外 一 点 
需要 指出 的 是 , 尽管 在 理论 上 对 Lax 对 存在 的 非 线 性 系统 都 可 以 考虑 其 达 布 变换 ， 
但 在 具体 构造 非 线性 系统 的 达 布 变换 时 仍然 有 困难 . 

Wadati 等 在 1975 年 给 出 了 MKdV 方程 和 sine-Gordon 方程 的 达 布 变换 [118, 230] 
1986 年 ,中科院 院士 谷 超 豪 等 将 达 布 变换 推广 到 KdV 族 、 AKNS 族 以 及 2+1 维 和 高 
维系 统 以 及 微分 几何 中 的 曲面 论 和 调和 映照 中 . 同时 , 他 们 将 达 布 变换 用 和 矩阵 形式 表 
VE, 说 明达 布 变换 实际 上 就 是 带 谱 参 数 的 规范 变换 , 并 且 给 出 了 显 式 的 Bäcklund 变 
换 . 其 次 , 利用 普 适 的 纯 代 数 的 算法 来 构造 达 布 变换 , 推广 达 布 变换 到 两 个 和 多 个 空 
间 变 量 的 情形 , 得 到 高 维 时 空 孤 立 子 . 现在 , 达 布 变换 已 经 成 为 孤立 子 理论 中 的 一 个 
重要 的 研究 热点 , 国内 很 多 学 者 从 事 这 个 方向 的 研究 , 如 刘 青 平 在 超 对 称 的 达 布 变换 
方面 做 了 很 多 有 意义 的 工作 D431. 最 近 几 年 , 离散 系统 成 为 研究 热点 , 考虑 离散 系统 
的 达 布 变换 也 是 很 自然 的 事情 , 已 经 有 了 很 多 的 研究 结果 , 比如 Levi, Nimmo 等 都 曾 
做 过 这 个 方面 的 工作 8351. 已 有 不 少 关于 非 线性 系统 的 达 布 变换 法 的 专著 087 212], 
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为 了 能 更 为 清楚 地 理解 初等 达 布 变换 实际 上 是 一 种 规范 变换 , 把 方程 组 (8-45) 
改写 成 算 子 形式 


LỌ = A6, 
Dt = MF, 


AP P Æ {x,t} 的 函数 . 初等 达 布 变换 (8-38) 和 (8-39) 用 算 子 形式 来 表示 可 以 写 
成 下 面 的 叙述 . 

设 函 数 x 是 方程 组 (8-46) 中 第 一 个 式 子 对 应 于 谱 参 数 u 的 一 个 解 , 那么 通过 
变换 


(8-46) 


X= B® "ie ü-u-2(In9), (8-47) 
得 到 的 新 函数 文科 满足 新 的 方程 
L(ü)X = uX. 


在 变换 (8-47) 中 , 新 的 波 函数 和 势 函 数 发 生 了 改变 , 而 谱 参数 保持 不 变 . 直接 计算 
可 以 发 现 , 如 果 波 函数 x 也 满足 方程 组 (8-46) 中 的 第 二 个 式 子 , 即 = M (u)x, HB 
么 变换 (8-47) 同样 满足 时 间 演化 方程 
x = My. 

因此 , 根据 可 积 性 条 件 可 知 , 新 的 函数 立 就 是 KdV 方程 (8-44) 的 一 个 新 解 . 这 就 提 
供 了 构造 KdV 方程 的 解 的 一 种 方法 , 只 需要 取 定 一 个 初 值 解 (可 以 是 平凡 零 解 ), 通 
过 解 线性 系统 (8-46) 就 可 以 得 到 KAV 方程 (8-44) 的 一 个 新 解 . 这 种 过 程 可 以 一 步 
步 的 进行 下 去 , 正 是 前 面 提 到 的 达 布 变换 的 迭代 性 质 . 需要 指出 的 是 , 以 下 涉及 到 的 
运算 都 是 算 子 之 间 的 运算 . 

从 上 述 过 程 可 以 看 出 , 对 于 同一 个 谱 参 数 , 特征 值 问题 可 以 被 映射 成 另外 一 个 
新 的 特征 值 问题 , 这 就 启发 我 们 是 不 是 存在 一 个 合适 的 算 子 T 通过 变换 


L=TLT-! 
可 以 将 算 子 工 的 特征 函数 x 变换 成 算 子 工 的 特征 函数 文 呢 ? 
如 果 考 虑 算 子 
T2095 = ð — GT, (8-48) 


引进 形式 积分 OI 来 求 算 子 T 的 逆 算 子 T = 9079 ,那么 可 以 直接 证 明 恒 
等 式 
TL(u)T-! = L(à) + ( 8-1$-1, 


Prr + UB 
o TT 
TM(u)T-! -T,T^! = M(à) — {®t® — (M(u)9)]),99^!9-!. 


(8-49) 
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这 样 就 得 到 了 新 的 微分 算 子 La) 和 M (u) 来 构造 KdV 方程 新 的 Lax 对 , 包含 新 的 
势 函数 立 和 新 的 波 函数 o. 

总 之 , KdV 方程 的 Lax 对 (8-46) 的 初等 达 布 变换 可 以 看 成 是 在 算 子 T(8-48) 作 
用 下 的 规范 变换 

L—L-TLTÀ, M — M -TMT^ +T. 

对 于 一 些 相 对 简单 的 非 线 性 系统 , 在 已 知 其 Lax 对 的 情况 下 , 初等 达 布 变换 可 
以 提供 一 个 构造 新 解 的 简单 方法 , 也 证 明了 初等 达 布 变换 实际 上 可 以 看 成 是 一 个 规 
范 变换 , 并 且 它 是 一 个 纯 代 数 的 迭代 过 程 . 通过 引进 算 子 工 将 一 对 满足 Lax 对 的 算 
FTA A 变换 成 满足 同样 Lax 对 的 新 算 子 了 和 M. 但 是 , 由 于 非 线性 系统 本 身 
性 质 的 复杂 性 , 并 不 是 每 个 非 线 性 系统 的 达 布 变换 都 能 给 出 的 , 初等 达 布 变换 法 对 
Lax 对 存在 的 非 线性 系统 也 并 不 是 完全 适用 的 , 如 DS II 系统 . 因而 , 在 研究 非 线 性 
系统 的 达 布 变换 时 , 仅仅 考虑 初等 达 布 变换 是 不 够 的 , 必须 引进 二 元 达 布 变换 来 解 
决 一 些 不 能 用 初等 达 布 变换 求解 的 问题 1871. 例如 , 通常 都 是 从 带 有 谱 参 数 的 Lax 
对 的 种 子 解 和 方程 的 初 值 解 (通常 取 零 解 或 者 常数 解 ) 出 发 , 通过 达 布 变换 来 构造 
新 的 孤子 解 , 但 是 如 果 势 函数 不 具有 特殊 的 形式 或 者 Lax 对 中 不 显 含 谱 参 数 , 那么 
就 很 难 求 得 Lax 对 的 非 平 凡 种 子 解 , 这 给 构造 达 布 变 换 造 成 困难 , 这 时 就 需要 引进 
二 元 达 布 变换 的 概念 . 

多 线性 分 离 变量 法 和 达 布 变换 法 是 孤立 子 理论 中 的 两 个 非常 重要 的 研究 手段 ， 
有 着 重要 的 应 用 价值 和 广泛 的 适用 范围 . 虽然 多 线性 分 离 变 量 法 的 研究 成 果 已 经 相 
I GERE, 但 现 有 的 多 线性 分 离 变 量 法 还 不 是 非常 完美 , 还 有 很 多 更 为 深入 的 问题 需 
要 研究 , 比如 , 一 般 说 来 , 多 线性 分 离 变量 解 的 求 得 要 借助 于 一 个 先 验 假设 . 那么 是 
否 可 以 不 需要 任何 先 验 假 设 就 能 得 到 类 似 的 多 线性 分 离 变量 解 呢 ? 为 了 解答 这 一 
问题 , 我 们 将 分 离 变 量 法 和 达 布 变换 法 相 结合 , 研究 一 些 2+1 维 非 线 性 系统 的 达 布 
变换 的 分 离 变量 解 . 通过 达 布 变换 的 迭代 性 质 , 在 解 的 表达 式 中 可 以 引进 任意 多 个 
变量 分 离 函数 . 由 于 每 个 系统 的 具体 形式 和 性 质 不 同 , 如 何 运用 分 离 变量 法 和 达 布 
变换 来 求解 也 有 所 区 别 , 不 能 用 一 种 统一 的 公式 表示 , 这 也 是 两 种 方法 相 结合 的 结 
果 与 分 离 变量 法 得 到 普 适 公式 有 明显 区 别 的 地 方 之 一 . 下 面 详细 讲述 2+1 维 色 散 
长 波 方程 和 非 对 称 NNV 系统 的 达 布 变换 的 分 离 变 量 解 的 构造 过 程 . 


8.2.2 2+1 维 色散 长 波 方程 的 达 布 变换 的 分 离 变量 解 
2+1 维 色 散 长 波 方程 
Uyt + (Uz 十 Wuy)z = 0, 
Ut + (uv 十 Wzy)jz = 0 


有 两 个 共 辆 的 Lax XH, 分 别 对 应 于 Painlevé 分 析 的 两 个 不 同 的 分 支 . 为 叙述 方便 
起 见 , 记 uy = pr, 那么 色散 长 波 方程 的 Lax 对 为 


(8-50) 


8.2 达 布 变换 法 . 295 . 


Way + Se + SEH = 0, (8-51) 
Vt + Vas uv. =0 (8-52) 
R REG 
Vi, — SUL Mh - 0, (8-53) 
Vr — Vz, + uv. = 0. (8-54) 
可 以 定义 两 个 奇 性 流 形 由 和 o 
$= A(v,v*), (8-55) 
o = O(v,v*), (8-56) 
其 中 AQ, v*) FI Q(v, v*) 是 超 定 系统 
LA, VH, = at, (8-57) 
[A(v, v*)]y = vv, — SN (8-58) 
[A(v, v*)] = V*vx + Vrti, (8-59) 
Dit, v")]s = vus, (8-60) 
lav, v*)]y = vv,  Suv*, (8-61) 
Dit, v*)], = vvr — Veti (8-62) 


的 解 . 这 里 奇 性 流 形 的 概念 是 建立 在 Painlevé 测试 的 基础 上 , 就 是 说 给 定 一 个 偏 微 
分 方程 , 如 果 它 能 通过 Painlevé 测试 , 那么 一 定 存 在 一 个 流 形 x, 可 以 将 偏 微分 方程 
的 解 展开 成 关于 流 形 x 的 罗 朗 级 数 的 形式 . 
显然 , 由 方程 (8-57)~(8-62) 可 以 得 到 
(A, Y” jede + Lët, v*)]ydy + Léi, v* )) dt) 
Qo, Wi dr + Rit, v*)]ydy + [G(v, v*)]dt] 
- ([A(v, v*) + Uh, WT e Adar + ([A (v, v*) + QW, v*)])dy 
HAC, v*) + (v, v*)) gat 
— De" + pzdr + (pyh + vuy)dy + bel? + wwe )dt 
一 [yy )zjdz + ((vv*)y]dy 十 [wp ali. 
因此 , A(v, v*) 和 Q(v, v*) 之 间 有 关系 


Ai, la — Q(v, v"). (8-63) 
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利用 色散 长 波 方程 的 Lax 对 和 定义 的 奇 性 流 形 由 和 o 以 及 Lax 对 的 对 应 于 (u, p, v) 
的 解 (Yi 2) 和 (T, dé), 可 以 直接 证 明 新 解 (w',p',v) 和 新 的 波 函 数 (^, 7) 满足 
同样 形式 的 Lax 对 


Vi P F — = 0, (8-64) 
Vi + Wrz uy. = 0, (8-65) 
Va SR p T y * 0, (8-66) 
WW — Vu rub = 0, (8-67) 
其 中 (ul p' v^) 和 Q^, v *) 的 表达 式 为 
1 d - Aan, Yi) 
“ =u+2 |i EISES GE 
/ ọ$\l . 和 ea 
一 一 三 2 e EE - 
vene (ere. m 
v' =v + 2[In($c)],, = v + 2 [ln (AQ YIA, VI) aey > (8-70) 
| SABA » Ate, V1) S 
Vv = ya A, ey)’ (8-71) 
'* | 于 m MUCIUS 
V =y TQ gr Bus 


可 以 直接 验证 方程 (8-68)--(8- 72) 是 色散 长 波 方程 (8-50) 的 达 布 变换 . 
不 同 于 其 他 的 孤子 求解 方法 , 达 布 变换 法 可 以 认为 是 一 个 纯 代 数 的 迭代 过 程 ， 
就 是 在 前 一 次 变换 的 基础 上 , 再 对 它 进行 新 的 变换 就 可 得 到 更 多 的 结果 . 这 也 是 达 
布 变 换 法 区 别 于 其 他 求解 方法 的 一 个 最 大 的 优点 . 
在 原 有 基础 上 继续 定义 新 的 奇 性 流 形 o A o’ 
d = A(U' y"), 


c sg QA, ) 
来 构造 色散 长 波 方 程 的 二 次 达 布 变换 : 


ul2] =u +2 Jo E =u+2 L (SI, (8-73) 


人 
p[2] =p 42 L (£)]. —p42 L Gel, (8-74) 


8.2 达 布 变换 法 


v[2] = v' + 2 [In (é'c")],, = v + 2 [In (O[2]A[2])] 
其 中 ep] f A[2] 分 别 为 


Zu? 


e[2] = déi = Aly, vt) AQ, y), 


A[2] = oe = Diva, PUY, y *). 
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(8-75) 


(8-76) 


(8-77) 


式 (8-76) 和 (8-77) 中 依然 含有 新 的 波 函 数 V A v^. 下 面 将 其 简化 到 都 用 两 个 Lax 


对 的 解 来 表示 . 由 于 
d, = ov^, 
d ip - Dv", 
dréi da, 
SEENEN 
o, dir, P ii^, 
d = Ape dE, 
将 上 面 六 个 式 子 积分 且 把 变换 式 (8-71) 和 (8-72) 代入 , 得 
8 四 = Aide, VDA, ^) + AG, BE) OW ^) — vv] 
和 


ep) = 204, VIJAY, v) + (v. vi)[A (1, v^) - vv7]. 


再 利用 关系 式 
A(v1, V^) = vv" — Q(, v), 
式 (8-84) 和 (8-85) 就 化 为 
e) = A(vi, VIJA, v7) - Aly, un Lët, v*) 


和 
A[2] = Qh, gr it, v^) — Alh, dn Wäin, v"). 


(8-78) 
(8-79) 
(8-80) 
(8-81) 
(8-82) 


(8-83) 


(8-84) 


(8-85) 


(8-86) 


(8-87) 


至 此 , 用 色散 长 波 方程 Lax 对 的 两 组 解 和 达 布 变换 构造 得 到 了 二 次 迭代 的 表达 式 ， 
这 和 构造 KdV 方程 的 达 布 变换 非常 相似 . 已 知 KdV 方程 的 N 次 达 布 变换 表达 式 
可 以 写成 Wronskian 行列 式 的 简单 形式 , 类 似 地 考虑 色散 长 波 方程 的 N 次 达 布 变 
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换 是 否 有 同样 的 结果 . 因为 色散 长 波 方程 需要 用 到 两 个 Lax 对 , 所 以 构造 三 次 迭 代 
的 达 布 变换 比 只 有 一 个 Lax 对 的 系统 要 困难 的 多 ， 幸运 地 是 , 利用 奇 性 流 形 方法 ， 
色散 长 波 方程 的 N 次 达 布 变换 表达 式 可 以 写成 Grammian 行列 式 的 简单 形式 . 下 
面 先 给 出 三 次 达 布 变换 的 简单 结果 . 

设 (i, VT), Dis, 3) RI (3, 3) 分 别 满足 Lax 对 (8-51)~(8-54), 同时 引进 记号 


A(yı, Yi) Aly, dé) Aly, vi) 
e[3] = | A(y2, v1) At, dä) A(v». v3) 
A(Vs, vi) Alba, V5) Als, vi) 


(8-88) 


(ts, vi) C(vVs,v3) (Vs, v3) 
表达 式 (8-88) 和 (8-89) 都 可 以 用 类 似 于 二 次 达 布 变换 法 依次 迭代 得 到 具体 的 形 
x, 在 此 略 去 详细 过 程 . 在 引进 矩阵 记号 的 基础 上 , 色散 长 波 方程 的 三 次 达 布 变换 解 
(u[3], p[3], v[3]) 可 以 简洁 地 表示 为 


(tin, Wi) (tin, dë) (in, déi 
A[3] = | O(vs, v1) (take, gä) (ia, Y3) |. (8-89) 


m det(©|3]) 
EENEG pe 
SIDD em 

v[3] = v + 2 (In [det(O[3]) det(^A[3])] ),,, . (8-92) 


在 三 次 达 布 变换 的 基础 上 可 以 求 得 色散 长 波 方程 的 IN. 次 达 布 变换 的 迭代 表达 
A- 取 定 Lax 系统 (8-51)~(8-54) 的 N A (Yr, Wk) (k — 1,2,… N), 那么 就 可 以 
得 到 N 次 达 布 变换 表达 式 


u[N] 2 u 42 L Eu ) (8-93) 
8 det(O[N]) : 
NI = p+ 2 |in t3]. ni^ 
v[N] = v + 2 (In [det(G[N]) det(A[N])]),,, . (8-95) 
其 中 
Ain, pi) Ain, déi 1: Alh, YN) 
oi E SCH Alys, p3) exe ii VN) (8-96) 


Alyn VI) Alyn, Y) -- A(VN.VN) 
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和 
Q j - Q j- Ce Q 1 8 
AIN] = wa vi) wa V3) wa VN) (8-97) 
UO vi) O(UN, V5) pi (YN, VN) 


容易 看 出 , 色散 长 波 方程 的 N 次 达 布 变换 表达 式 包含 了 AN 个 变量 分 离 函 数 . 
通过 适当 选取 AN 个 变量 分 离 函 数 可 以 构造 色散 长 波 方程 的 许多 新 的 局 域 激发 模 
式 和 新 的 孤 波 解 . 另外 , 通常 选取 零 或 者 常数 的 平凡 初 值 解 来 作 达 布 变换 的 近代, 但 
是 选取 简单 的 平凡 解 很 难得 到 新 孤 波 解 ， 如 果 在 达 布 变换 过 程 中 引进 分 离 变量 法 
的 结果 , 即 取 非 线性 系统 及 其 Lax 对 的 初 值 解 都 包含 变量 分 离 函 数 , 然后 通过 达 布 
变换 的 迭代 过 程 就 可 得 到 含 多 个 变量 分 离 函 数 的 解 . 

下 面 来 看 色散 长 波 方程 的 具有 任意 边界 的 变量 分 离 函 数 解 为 初 值 解 情形 下 的 
达 布 变换 解 . 这 个 初 值 解 具体 为 


v=p=0, uc-uo(z,t), (8-98) 

其 中 uo(z, t) 是 {x,t} 的 任意 函数 . 将 (8-98) 代入 (8-51) 和 (8-53), 得 波 函 数 关于 空 
间 部 分 的 一 种 变量 分 离 解 

du — pl 十 q, (8-99) 

di = PL On, (8-100) 


其 中 pi = pi (x,t), P, = Bzt.a-mqmí(wt.Qi- Q1(y,t) 都 是 所 示 变 量 的 函数 . 
考虑 波 函 数 的 时 间 部 分 , 把 (8-99)~(8-100) 代入 (8-52) 和 (8-54), 得 


Dit + Plzz + Uopiz + qıt = 0, (8-101) 
Pit 一 已 zz + uoPiz + Qu = 0. (8-102) 
可 见 , 方程 (8-101)~(8-102) 成 立 当 且 仅 当 函 数 In: o, P Qu ) 满足 变量 分 离 方程 
Dit + Plzz + uopiz + Cit = O, (8-103) 
Pit — Plzz + uoPiz + Cy = 0, (8-104) 
qt — Cit = 0, (8-105) 
Qi: — Cit = 0, (8-106) 


其 中 cı 和 C1 都 是 上 的 任意 函数 . 方程 (8-105) 和 (8-106) 可 以 直接 积分 求解 , 得 


q-h to, (8-107) 
Viz PytO, (8-108) 
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其 中 nmn 都 是 y WERK. fE (8-99), (8-100), (8-107) 和 (8-108) 代入 


(8-57)~(8-62), 经 积分 和 简化 , 得 


Alyt) — f piz(P, + P AEN Mai Poli + fi + ei)dy 
+ [(pit tel + Fi + C1) + Piz Piz] dt, 
=p, F; + c1Fı + Cipı Qi + 01,1, 


mée, Yi) = | Pisi fi + eda fu (Pi + Fi + Cy 
t [Pit + Cit)(p1 + fı + c1) ^ Piz Piz] dt, 
= Pi fı ifi + cP + 61,1 tb), 
以 及 


Q1, 三 Tip (née f eet, 


Di = Inten: [micas 4 [aua 


其 中 aia, b11 是 积分 常数 . 
有 了 上 述 准备 工作 , 一 次 达 布 变换 (8-68)~(8-70) 就 给 出 了 一 个 新 解 


2p1z (Pi T Ei +C) 


L4 
u = uo 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
T nhct-ah + Cipi + 014 T 01,1 


8 2Piz(pı + fi 十 c1) 
Pi fi + Cfi +P + 6a rbi 


y! "pis Fina Din + fi +e) - A( 0) ^ aCi) 
(pF F1 + Cip 011 +011) 
2Pisfiy(Pii — n(Pi + Fi + C1) - NU 08) — ciC) 
(Pfi + ifi tani +6 by , 


(8-109) 


(8-110) 


(8-111) 


(8-112) 


(8-113) 


(8-114) 


其 中 关于 {z, 的 三 个 函数 (uo pi, P} 由 两 个 方程 (8-103) 和 (8-104) 决定 . 

可 见 , 长 波 色 散 方 程 的 多 线性 分 离 变 量 解 仅 是 一 次 达 布 变换 解 (8-113)~ (8-114) 
的 一 种 特殊 取 法 . 如 果 令 Pi = fi = 0,c1,C1 为 常数 , 那么 解 (8-114) 的 第 一 项 就 是 
多 线性 分 离 变 量 法 的 普 适 公 式 (4-441), 而 第 二 项 自动 消失 . 同样 地 , 取 pi = F = 
0,c1,C1 是 常数 , 解 (8-114) 的 第 一 项 自动 为 零 , 而 第 二 项 就 是 普 适 公式 (4-441). 由 
此 可 以 看 出 , 运用 不 同 的 方法 和 手段 可 以 得 到 同样 的 结果 , 正 是 所 谓 的 “殊途同归 ”. 
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类 似 地 , 做 色散 长 波 方程 的 N 次 达 布 变换 , 得 
Al, Vj) = | ne + F; 十 Ci)dz 十 Fiy(ps 十 fi 十 ci)dy 
十 [Dit T cit) (Pj 十 Fj 十 Cj) 十 Diz Pj] dt, 
=piF; Feb: + DiC T aig t Gij, (8-115) 
Api, vj) = [ Pt» + fi t ci)dz + fi (Pj + Fj + Cj)dy 


+ ffe + Cje)(pi + fi + ci) — Piz Pje] dt, 


= fiP;+ fiC; + cP; + Bij + bij, (8-116) 

以 及 
Qi j 三 [figivay | Pipade+ Tree (8-117) 
KSE J Fitudu+ [ Pista | ciat, (8-118) 


其 中 {aij bij) 是 积分 常数 ， {fi, F; (5j = 1,2,… ,和 N)} 是 y WERAK, (c, C; 
(i, j SZ 1,2,--- NI 是 t 的 任意 函数 ， 而 关于 {x,t} Kuu (uo, pi, Pj (1, j 一 


Dit 十 Pizz + UoPiz + Cit = 0, (8-119) 

Pj 一 Pjzz + uoPjz 十 Cit = 0 (8-120) 

决定 . 所 以 , 色散 长 波 方程 的 N 次 达 布 变换 就 由 方程 (8-93)~(8-95) 以 及 方程 
(8-115)~(8-116) 给 出 . 

注意 , 色散 长 波 方程 的 N 次 达 布 变换 的 变量 分 离 解 中 包含 了 任意 多 个 变量 分 


离 函数 , 这 些 函数 的 引入 不 需要 先 验 的 假设 而 是 随 着 达 布 变换 迁 代 次 数 的 增加 而 增 
加 的 , 这 与 多 线性 分 离 变 量 法 和 一 般 多 线性 分 离 变 量 法 有 很 大 的 不 同 . 


8.2.8 2+1 维 非 对 称 NNV 方程 的 达 布 变换 的 分 离 变量 解 


2+1 维 非 对 称 NNV(ANNV) 方程 
Ut 十 Uzzz 一 SOT = 3vuz SS 0, (8-121) 
s SS Mie 
可 以 看 成 是 线性 系统 (或 者 说 ANNV 的 弱 Lax 对 ) 
Pay — ub — 0, (8-122) 


$, = 一 和 -rz + IB, (8-123) 


. 302 . 第 八 章 ” 非 线性 方程 的 其 他 研究 方法 


的 可 积 条 件 b9. ANNV 系统 有 简单 特 解 
u = 0, v — vo(z,t), (8-124) 


其 中 vo 是 {x,t} 的 任意 函数 . 为 了 在 初 值 解 (8-124). 下 用 达 布 变换 来 构造 ANNV 
方程 的 新 解 , 重要 的 一 步 是 如 何 求 Lax 对 (8-122)~(8-123) 的 满足 初 值 (8-124) 的 种 
PAR. 将 (8-124) 代入 方程 (8-122), 得 到 波 函数 的 一 个 分 离 变量 解 


dr =p+q, (8-125) 


其 中 p= plz, t) fq = q(y, t) 是 所 示 变 量 的 函数 . 把 (8-124) 和 (8-125) 代入 (8-123), 
得 


Dt + Qt 一 一 pzzz  3vopz- (8-126) 
方程 (8-126) 可 解 当 且 仅 当 任意 函数 p 和 4 分 别 满足 变量 分 离 方程 
Dt = 一 pzzz + 3vopz — e(t) (8-127) 
和 
qc 一 ct(t)， (8-128) 
其 中 c 是 t 的 任意 函数 . 


对 于 一 般 给 定 的 函数 vo, 方程 (8-127) 仍然 很 难 求解 ， 反之 却 很 容易 ， 即 从 
(8-127) 解 出 


Up 7 (3pz) (pt 十 Pzzz 十 ct). (8-129) 
方程 (8-128) 的 一 般 解 为 
ges F-c, (8-130) 
其 中 下 是 y 的 任意 函数 . 
至 此 , 对 于 给 定 的 种 子 解 (8-124) 和 (8-129), Lax 对 (8-122)~(8-123) 的 解 由 方 
fà (8-125) 和 (8-130) 给 出 . 
由 于 Lax 对 (8-122)~(8-123) 不 显 含 谱 参数 , 需 考 虑 构造 ANNYV 系统 的 二 元 达 
布 变换 , 要 求 满足 初 值 解 (8-124)~(8-125) 和 (8-130). 


引进 闭 1 形式 
w, Po) = (Por 一 dad, )dr 一 (Poy 一 Po, )dy + {3v (Por P 一 Po) 
+29, Porr EE 260,09, 十 $99, — $90...) dt, (8-131) 


这 里 闭 1 形式 的 确定 是 关键 步 又 . 采用 的 方法 是 借助 已 有 文献 中 的 结果 , 先 假定 1 
形式 为 


Lë, Do) - (Por T oz dr — (96,5, eg PoP, )dy T A(z, y, t)dt, 
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然后 代入 ANNV 系统 (8-121) 确定 待定 函数 Albo, 9, c, y, t) 需要 满足 的 条 件 为 
A(®o, dru. t) 一 Auto, 6 - BrPo) LZ, dän, — 2022 Por + Porre 一 PPorrr- 


利用 闭 1 形式 (8-131), 很 容易 证 明 Lax 对 (8-122)~(8-123) 在 新 的 波 函 数 PIA 
和 新 的 场 量 u[1] 和 v[1] 下 保持 不 变 . 波 函 数 的 变换 为 


下 一 和 [1 = Bo w, (8-132) 
相应 的 场 量 变换 为 
u — len -2(ngo)。= CP (8-133) 
2pzz p2 


v — v[1] 2 vo - 2(In ®o)zz = vo — (8-134) 


p+g (pta) 
从 (8-133)~(8-134) 可 以 看 出 , 一 次 二 元 达 布 变换 的 结果 u[1] 和 v[1] 只 是 普 适 公式 
(4-441) 的 一 种 特殊 情形 . 
利用 达 布 变换 的 迭代 性 , 在 一 次 达 布 变换 的 基础 上 构造 二 次 达 布 变换 . 取 Lax 
对 (8-122) 和 (8-123) 的 两 个 变量 分 离 解 B1 和 D 为 
di = pı (7, t) T qı (y, t), d: SE pa(z, t) T q»(y, t), (8-135) 


ABA, ANNV 系统 的 二 次 达 布 变换 为 


ep = M= fo) (8-136) 
和 
[2] - —2 ( ($1,95)] , (8-137) 
u dÉ 1 2 ). 
v[2] = V 一 2 (n fo ei . (8-138) 
三 个 函数 pi, pz 和 vo 需要 满足 两 个 限制 方程 
Dlt 一 一 Dlzzz 十 3vopiz — Ĉit; (8-139) 
pot = —pozza + 3UVopos 一 C2t. (8-140) 
函数 o 和 qo 满足 方程 
q=Fi +c, (8-141) 


Q2 — F5 + c2, (8-142) 
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其 中 Fi = Ey).FP = Foly), c = c(t) 0 c = 三 cz 的 是 所 示 变 量 的 任意 函数 . 利用 
(8-139)~(8-142), 1 形式 (8-136) 可 以 直接 积分 得 


GIE? CH 


— 012 + ci F5 + 2fi12 + 2Pio + (c2 + F3)pi — (c2 + DEN 
V 


=— 1 + 2(pi + ci)(F2 + c2) + 2Pi2 + 2f12 + c12, (8-143) 
其 中 cio 是 上 的 任意 函数 , Pi 和 fio 被 定义 为 


Pi2z = popiz, fi2y = EN Fy, | (8-144) 
函数 Bl 和 o 为 


di =D1 二 ht+oci, 中 > = p» + Fz + C2. (8-145) 


将 (8-143) 代入 (8-137) 和 (8-138) 得 到 二 次 达 布 变换 解 u[2] 和 v[2] 的 具体 表达 式 


($50,, — B1B2r)(B1B2y — on 
(~—®1BP2 + 2(p1 + c1)(F2 + c2) + 2P12 + 2f12 + c12)? 


05,01, iani Ply ER 


u[2] 2 2 


9 一 一 一 一 一， 8-146 
—$16» + 2(pı 十 cl)(F2 十 c2) +2Pi2 2f» + c12 ( ) 
om M LU — 
(PP 十 2(p1 T c1)(F5 t c2) + 2Pi2 + 2fi2 十 c12)? 
u 2(0650,,, -— Pirr) (8-147) 
—91? + 2(p1 + c1)(Fz + c2) + 2Pi2 + 2fi2 + c12 


在 (8-146) 和 (8-147) 中 , 视 pı = pim, t) 为 任意 函数 , 则 由 (8-127) 求 得 


vo = (3piz) "(Prt + Disse + Cit), (8-148) 
Së Pi 和 pl 有 下 面 的 关系 
-2Pi»; [pis (pit + Pizze + C1t) — 3pizz] 一 3 已 2zz(p1)z 
十 2p2_[( P2 十 已 2zzz) 十 cot(cl + p1) 十 cl2zt] = 0. (8-149) 


直接 将 解 u = u[2], v = v[2], (8-145)~(8-149) 代入 ANNV 方程 (8-121) 即 可 验 
证 结果 是 正确 的 . 对 应 于 不 同 的 初 值 vo = 0, 文献 [69] 研究 了 ANNV 系统 相应 的 一 
次 和 二 次 达 布 变换 的 情形 . 
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如 果 取 


pı —0, q2 = F5 c2 — 0, (8-150) 
ES a2 
Do(asp + a2)’ 


_ (aoa; 一 ala2)0; 


p2 (8-151) 


qı B ao (al ES a39) H (8-152) 
TR x (8-153) 

和 
vo —* Un 一 2[In(a2 十 aap)]zz; (8-154) 


其 中 fo, Po 是 + 的 任意 函数 , 那么 二 次 达 布 变换 解 (8-146) 和 (8-147) 就 化 为 了 多 线 
性 分 离 变量 解 be5, 224 


u — U, (8-155) 
2,2 
站 2(a-ta3d)Ps se 
(ao +aıp + azg + a3pq)? (ao + aıp + azq + a3pg) 
Hp p= plz, t) 是 {x,t} SES, 
vo = — (3ps) (Pt 一 pzzz + biao 二 (aib + a2bo 十 boao)p 
+(a1b2 + asbo)p?], (8-157) 
函数 o 满足 Riccati 方程 
—qi + boao + (a1b; + azbo — b2a0)g — (a2b2 — aab1)q? = 0, (8-158) 
而 函数 bo, bi, b2, 6o, 61 Do 有 以 下 的 关系 
a1 0102C|lt 
Erg BEN 十 一 一 一 一 |， 8-159 
" aoa; c aga; 一 SC ( ) 
Wa a1a2(aoa2 + Q1Q2Q3 一 2aoa3)cl; 
a903D1(agaa3 — maz)? 
(aoai + ala2a3 — a9a3)Pit (8-160) 
aoa3ßı (apa3 — maz) 
wa a1a2(a1a 一 2aoa2as 十 ala2)clt 
agaz fı (apa3 — a1a2)? 
(aial — apaza; + a103) Bit (8-161) 


agaz bı (agaz — maz) 
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可 见 , 从 两 种 求解 方法 一 分 离 变 量 法 和 达 布 变换 法 一 出 发 可 以 得 到 ANNV 
方程 的 两 种 不 同形 式 的 解 , 但 是 变量 分 离 函数 和 常数 的 适当 选择 可 以 统一 这 两 种 不 
同形 式 的 解 ， 必须 强调 指出 的 是 , 达 布 变换 可 以 在 解 里 引进 更 多 的 变量 分 离 函 数 . 
如 , 普 适 公式 (4-441) 只 有 两 个 变量 分 离 函数 , 而 二 次 达 布 变换 解 (4-441) 就 有 四 个 
变量 分 离 函数 .另外 , 对 于 线性 系统 , 线性 全 加 原理 成 立 , 即 , 通过 线性 到 加 任意 多 
的 分 离 变量 函数 可 以 包含 到 新 解 中 . 但 是 , 在 非 线性 系统 中 , 这 一 原理 不 再 成 立 , Bp 
非 线性 系统 的 两 个 已 知 解 线性 登 加 不 能 给 出 第 三 个 解 , 因此 就 需要 考虑 是 否 有 其 他 
的 方法 可 以 避 开 这 个 不 可 登 加 的 问题 , 在 已 知 解 的 基础 上 可 以 构造 出 新 解 , 达 布 变 
换 法 提供 了 很 好 的 途径 . 下 面 就 简洁 地 给 出 ANNV 系统 的 三 次 和 四 次 达 布 变换 解 
的 表达 式 


u[3] = —2[In(81 N23 + 203 + $3012)].y. (8-162) 
v[3] = vo ~ 2[In(4$:€123 + $53: + B312)]zz (8-163) 
和 
u[4] = 一 20in(0a20a34 — Q135€254 + 014€23)];y, (8-164) 
v[4] = -2[(In(015Q34 — 130224 + 01423)];s, (8-165) 
其 中 8;; 和 9; 分 别 满足 
Nij — —9i9; + 2(pi + ci)(F; + cj) - 2P;j + 2fij + cij, (8-166) 
o; —pi + Fi tci, Pijz = PjPiz, fijy = FiFjy, (8-167) 
以 及 
Dit = 一 Dizzz 十 3VoPiz — Cit, (8-168) 


ci = ci(t), cij = ciz (t), Fi = Fily) 都 是 任意 函数 . 
引进 同样 的 记号 (8-166)~(8-168), ANNV 系统 的 N 次 的 达 布 变换 解 为 
u[N] z -2[In(P(9, Da, , BN)]zy, (8-169) 
v[N] = vo - 2|[In(P(4,,9»,... , $u)lzz, (8-170) 
Pf (1,95,... , y), N 为 偶数 ， 
Pf (94,5, .-- 4 9x), N 为 奇数 ， 


Pré, ës, , BN)= 5 ^ e(a)Qo.o, Dos ios, (8-172) 


P(;,4»,... em- (8-171) 


Pf (i, P2,:::, PN) a > elina TON (ou. aevi Pon. (8-173) 
c 
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表达 式 (8-172) 和 (8-173) 中 的 和 式 o 取 遍 {1,2,… , N} 的 所 有 的 排列 ， 
01 < 02, 03 < 04, 05 < O6, 
和 
01 «03 <05 <07 €, 


其 中 对 所 有 的 偶 排 列 有 s(c) = 1, 对 所 有 的 奇 排 列 有 e(o) = —1. 

所 以 , 借助 于 达 布 变换 和 分 离 变 基 法 , 我 们 得 到 了 2+1 4E ANNV 系统 (8-121) 
的 用 Pfaffian 行列 式 表 示 的 含有 任意 多 个 变量 分 离 函 数 的 分 离 变量 解 . 发 现 用 多 线 
性 分 离 变 基 法 得 到 的 结果 只 是 二 次 达 布 变换 的 一 种 特殊 形式 . 分 离 变 基 法 求解 不 
同 的 模型 需要 有 不 同 的 先 验 假设 , 需要 一 定 的 技巧 和 猜想 , 而 在 构造 达 布 变换 的 过 
程 中 , 只 是 一 个 系统 的 迭代 过 程 . 


8.3 Painlevé 分 析 法 


目前 , 已 经 有 许多 方法 可 以 用 来 研究 非 线 性 偏 微分 方程 的 可 积 性 . 其 中 , Weiss、 
Tabor 和 Carnevale(WTC) 发 展 的 Painlev6 分 析 法 是 最 有 效 的 方法 之 一 , 通常 被 称 为 
WTC 方法 . 把 WTO 方法 应 用 到 非 线 性 偏 微分 方程 不 仅 可 以 得 到 诸如 Painlevk 性 
质 、Lax 对 、 双 线性 型 、Bicklund 变换 等 性 质 , 还 可 以 得 到 可 积 和 不 可 积 模型 的 严 
格 解 . 

后 来 ，Conte 针对 WTC 方法 提出 了 另外 一 套 公 式 ， 我 们 称 之 为 Conte 展开 
法 . 该 方法 在 做 展开 时 使 得 新 的 展开 函数 前 面 的 系数 在 Möbius 变换 下 保持 不 变 ， 
而 展开 函数 与 WTC 方法 中 的 展开 函数 之 间 有 一 定 的 联系 , 因此 实际 上 这 两 种 展 
开 是 等 价 的 . 根据 Conte 的 分 析 ， 可 以 获得 一 种 特殊 的 类 似 简 化 , 这 也 可 以 通过 
CK(Clarkson & Kruskal) 直接 法 或 所 谓 的 非 经 典 李 群 法 得 到 . 

之 后 , Pickering 提出 了 一 个 基于 Conte 展开 法 的 非 标 准 截 断 方 法 , 我 们 称 之 为 
Pickering 的 非 标准 截断 展开 法 . 如 果 一 个 原始 非 线 性 模型 在 WTC 展开 法 中 是 多 
EB, 那么 利用 Pickering 的 非 标准 截断 展开 法 可 以 得 到 一 些 新 的 非 平凡 严格 解 , 是 
前 两 种 展开 方法 无 法 得 到 的 结果 . 

类 似 Conte 的 考虑 , 奇 性 流 形 的 任意 性 允许 我 们 放宽 Conte 展开 法 中 对 展开 函 
数 的 两 个 约束 方程 , 这 样 可 以 得 到 一 些 其 他 类 型 的 展开 式 来 研究 Painleve 性 质 , 我 
们 称 之 为 推广 的 Painlevé 展 开 法 . 或 许 , 推广 的 展开 式 会 导致 Painlev6 分 析 的 复杂 
化 , 但 是 对 于 寻找 不 同 的 新 严格 解 还 是 非常 有 用 的 . 此 外 , Pickering 的 观点 是 : 非 标 
准 截断 展开 只 会 使 那些 在 WTC 分 析 中 有 多 枝 的 方程 产生 新 的 非 平 凡 解 .我 们 希 
望 , 当 使 用 推广 的 Painlev6 展 开 做 非 标准 截断 后 , 不 论 方程 是 单 枝 还 是 多 枝 的 , 都 可 
以 得 到 新 的 严格 解 . 
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下 面 , 以 Burgers 方程 为 例 , 用 三 种 方法 , WTC H, Conte 展开 法 和 推广 的 
Painlevé 展 开 法 , 分 别 计 算 看 它 是 否 能 通过 Painlevé 测试 , 然后 介绍 怎样 使 用 非 标 准 
截断 方法 求解 . 


8.3.1 Burgers 方程 的 Painlevé 测试 
Burgers 方程 
ut Zuu, 十 Urr = 0 (8-174) 


是 最 简单 的 可 积 模型 之 一 . 以 下 三 小 节 分 别 用 WTC 方法 、Conte 展开 法 和 推广 的 
Painlevé 展 开 法 来 看 Burgers 方程 是 否 能 通过 Painlev6 测 试 . 


1. WTC 方法 验证 
对 一 个 给 定 的 非 线 性 偏 微分 方程 
F(t,21,22,:::,Tn,U, Uzi, Heu: le F(u), (8-175) 
WTC 方法 采用 的 展开 式 为 
u= e 3 ud), (8-176) 
j=0 


其 中 ọ = 9(7T1,72,… ,zn,t) - 0€ ^" ERESERHIDE. 

把 (8-176) 代入 Burgers 77 f£ (8-174), 由 领头 项 分 析 ( 即 平衡 色散 项 ure 和 非 

线性 项 —2uu;) 得 
a= 一 1， (EE (8-177) 

接 下 来 需要 确定 共振 点 . 把 (8-176) 和 (8-177) 一 并 代入 Burgers 方程 后 , 可 以 

得 到 递 推 关 系 式 

(j * ))G -2)uj = f;(uc k < j) = fj (8-178) 
确定 其 他 展开 系数 Uj; 其 中 fi 是 ug,U1,'** KI 的 一 个 复杂 函数 . DIN. 共振 发 生 
1E j = —1,2 处 . 

得 到 共振 点 后 就 需要 验证 共振 点 处 共振 条 件 是 否 满足 , BD (8-178) 在 共振 点 处 
是 否 恒 成 立 . 共振 点 j= -1 正 对 应 于 任意 展开 函数 A 因此 此 处 的 共振 条 件 自 动 满 
E. 要 验证 j = 2 处 的 共振 条 件 , 我 们 先 写 出 j = 1 和 j = 2 所 对 应 的 具体 方程 , E 
们 分 别 为 


ZuourPr — uoQzz — Uot — 2uozó4 一 2uozuo = 0 (8-179) 
和 
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把 uo = 一 gz 代入 (8-179) 得 
| E Qt t gzz 
iov 26, 1 


再 把 uo 和 wi 的 解 代入 (8-180) ER. 这 就 意味 着 7 = 2 处 的 共振 条 件 满足 . 所 
LI, Burgers 方程 (8-174) 能 够 通过 Painlevé 测试 . 


2. Conte 展开 法 验证 
基于 展开 函数 A 的 任意 性 , Conte 选择 (zl = T) 


x (f - Gel (8-182) 


作为 一 个 新 的 展开 函数 , 得 到 一 新 的 展开 式 


(8-181) 


oo 
UE P d Y wd (8-183) 
j=0 


日 展开 系数 uj 在 Möbius 变换 


aó +b 


ó— Ed (ad # cb) (8-184) 
下 不 变 . l 
对 (8-182) 分 别 求 zx 和 + 上 的 偏 导 可 以 得 到 两 个 等 式 
Xz 三 工 十 SEN (8-185) 
xt 三 一 C 十 CzX 一 > (Cas + CS)x’, (8-186) 
其 中 
zs 3 (S) =i 
ée 2\ hr) ~ Qz 


都 是 Möbius 变换 不 变量 . (8-185) 和 (8-186) 的 相 容 性 条 件 (交叉 求 导 ) 是 
S, + Coss A. 20.8 4 CS, = 0. (8-187) 


与 WTC 方法 类 似 , 先 要 把 展开 式 (8-183) 和 (8-185) (8-186) 代入 方程 (8-174) 
确定 领头 项 , 计算 后 得 
SEA ug — —1. (8-188) 
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再 把 展开 式 (8-183) 和 (8-185)~(8-186), (8-188) 代入 Burgers 方程 (8-174) 得 到 展开 
系数 us 满足 的 方程 

(j +1) -2)u; = Fj(u,k < j) = Fj, (8-189) 


其 中 万 是 关于 uou ,Wj-1 的 复杂 函数 . 显然 , Conte 展开 法 得 到 的 共振 点 也 
是 j = —1,2. 同样 , 7 = —1 处 的 共振 条 件 满足 因为 它 正 对 应 着 展开 函数 x 的 任意 
性 . 类 似 地 , 分 别 写 出 j= 1 和 j = 2 处 的 方程 


uoC — 2ugzug 一 2u0z 十 2ugu, 20, l (8-190) 
uas + Uot — 2u1zuo 十 Wozz + uo S — Mot, — 2uoru = 0. (8-191) 

把 uo = 一 1 代入 (8-190) 得 ü 
u=- (8-192) 


再 把 uo 和 ua 的 解 代 入 (8-191) ERL, 因此 j = 2 处 的 共振 条 件 满 足 . 
至 此 用 conte 展开 法 也 证 明了 Burgers 方程 (8-174) 可 通过 Painlevé 测试 . 


3. 推广 的 Painleve 展 开 法 验证 


现在 以 一 种 非 传统 的 方式 考虑 (8-183) 和 (8-185)~(8-187). LEWA PRX A 
AER p x, 虽然 x 要 满足 (8-185) 和 (8-186), 但 是 展开 函数 的 任意 性 保持 不 变 , 因为 
方程 (8-185) 和 (8-186) 中 的 两 个 函数 8 和 C 之 间 实 际 上 只 存在 一 个 约束 (8-187). 
从 这 一 点 看 , 可 以 任意 选择 一 个 函数 作为 新 的 展开 变量 ,只 要 它 需 要 满足 的 方程 组 
中 存在 的 其 他 函数 之 间 的 约束 关系 个 数 少 于 函数 个 数 , 例如 , 选择 作为 一 个 新 的 
展开 变量 , 它 与 2N+2 个 函数 S; 和 Y; 相关 , 即 


N 
E = Se, (8-193) 

j=0 

N . 

Gs VE. (8-194) 

j=0 

容易 看 出 只 有 2N 一 1 个 约束 
n+l 

$nt — Tus 十 3 (S;Yaa-; — YjSn+1-4) = 0, n = 0, 1,- ， N, (8-195) 


j=0 
N 


$5 3(SjYau-;-Y;$a344-.,) 20, nz N -L,N -2,---,2N —2 (8-196) 
jzn-c-1—-N 
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存在 于 2N +2 个 函数 中 . 这 意味 着 (8-193) 和 (8-194) 中 至 少 有 3 个 任意 函数 , 所 
以 新 展开 函数 & 的 任意 性 仍 存 在 . 

然而 , 在 一 般 情 况 下 , 这 个 新 的 展开 函数 € 与 WTC 方法 中 的 展开 函数 $ Ze 
的 关系 是 不 明显 的 , 除了 在 某 些 特殊 的 情况 下 , 比如 Conte 展开 法 . 显然 , 我 们 提出 
的 这 种 推广 的 Painlev6 展 开 法 对 于 简化 Painlev6 测 试 的 过 程 用 处 不 大 . 但 是 , 使 用 
这 一 新 的 展开 式 做 不 同 的 截断 后 , 能 够 得 到 一 些 新 的 严格 解 . 

现在 用 新 的 展开 函数 进行 如 下 展开 


ne t* A ut. (8-197) 
j=0 


展开 函数 需要 满足 的 方程 对 , 更 明确 起 见 , 只 考虑 (8-193)~(8-194) # N =3 
的 情况 . 因此 有 


Er = So + S1Ẹ + S2? + S369, (8-198) 
& = Yo + Yi £ + Yo£? + Ys&?, (8-199) 


其 中 函数 5; 和 Y; (i= 1,2,3) 之 间 满 足 的 约束 方程 为 


S5Y3 9 — 0, (8-200) 
Sa — Yaz + 2S3Y1 — 2S1Y3 = 0, (8-201) 
Sat — Ya. — S1Y2 + S2Y1 — 3YaSo + 3S3Yo = 0, (8-202) 
Srt — Yis + 292Yo — 2Y2So = 0, (8-203) 
du Yo M So m se (8-204) 


显然 , 8 个 函数 So, S1, 82, 85, Yo, Ya, Yo, Ya. 只 有 5 个 约束 , 所 以 新 展开 函数 上 还 是 任 
意 的 . 
把 (8-197) 和 (8-198)~(8-199) 代入 Burgers 方程 (8-174), 由 领头 项 分 析 易 得 


oss ?wo= 一 590. (8-205) 
通过 进一步 计算 可 知 , 其 他 系数 4; 由 
(j + 1)(j — 2)u;j = fj(us, k20,1,2,..,j— 1) & fj (8-206) 


给 定 ， 其 中 Ji 是 关于 uog,U1,U2,*** ;Ui—1 的 一 个 复杂 函数 . 从 (8-206) 可 知 共振 发 
生 在 7 = —1,2 处 . 同样 ,7 = —1 处 的 共振 条 件 满足 , 因为 它 与 展开 函数 € 的 任意 性 
相 一 致 
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为 了 验证 j = 2 处 的 共振 条 件 是 否 满 足 , 需要 写 出 7 = 1 和 j = 2 分 别 对 应 的 
方程 


24551 + 2uou1 So 一 2uoz(uo + So) + uo(35051 — Soz — Yo) = 0, (8-207) 
tozz + uot 一 2u0z91 十 uo(S? — Siz + 25082 — Yı + 2u19$1) 
42u285 — 2uoulz — 2uozu; = 0. (8-208) 
把 uo = 一 So 代入 (8-207), 得 


ER 2 So(Sos _ S95; + Yo). (8-209) 
再 把 uo 和 wi 的 解 代入 方程 (8-208) 得 
Sot — Yos — Yı So + SiYo = 0. (8-210) 


显然 , Jj f£ (8-210) 即 为 约束 条 件 (8-204), 故 j = 2 处 的 共振 条 件 满足 . 

因此 , 用 推广 的 Painlevé 展开 法 同样 证 明了 Burgers 方程 可 以 通过 Painvelé 
测试 . 
8.3.2 Burgers 方程 的 新 严格 解 

从 (8-177)((8-188) 或 (8-205)) 可 以 看 出 Burgers 方程 是 单 枝 的 , 所 以 用 基于 
Conte 展开 法 的 Pickering 的 非 标准 截断 法 无 法 获得 新 的 严格 解 . 但 是 , 用 推广 的 
Painvelé 截 断 展开 法 可 以 得 到 新 的 严格 解 . 原因 在 于 , 式 (8-198)~(8-199) 中 的 微分 
算 符 ôr 或 和 在 正 负 两 个 方向 具有 不 同 的 度 , 负 方 向 是 1 而 正方 向 上 是 2; 而 Conte 
展开 法 中 微分 算 符 在 两 个 方向 上 的 度数 是 相同 的 . 所 以 不 管 方 程 是 单 枝 还 是 多 枝 的 ， 


新 的 截断 展开 法 在 正 负 两 个 方向 上 的 平衡 条 件 总 是 不 同 的 , 因此 有 可 能 给 出 新 的 严 
格 解 . 


对 于 Burgers 方程 (8-174), 为 平衡 非 线 性 效应 和 正 负 方 向 上 的 色散 效应 , 推广 
的 Painvelé 截 断 展开 式 应 具有 以 下 形式 
u- T + wi Luef + us£?. (8-211) 


把 上 式 代 入 (8-174) 后 消去 E7 (J = —3, 一 2,… ,5,6) 的 系数 得 到 以 下 7 个 方程 
4u3S3(u3 — 253) = 0, (8-212) 
14u3S2S3 — 6u2u3S3 — 4u2S» + 3u252 = 0, (8-213) 
5u25255 + Ausz S3 十 12u3S1 S3 + 6u352 一 4u1u383 — 2u283 
—buzusS2 — 2usus, — 4ulS, + 2ugYs + 2u3Ss, = 0, - (8-214) 
u2(S3z — 2u2S2 + Y3) + 10ua(SoS3 + $182) + 4uzr S2 — uoS2 
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十 2u2z93 一 2ua(ugS3 十 Wo2z — S5, + 2u159 — Y2) 一 4u2 Sg 

—2us(uaz + u183 + 3u351 — 29193 — S2) = 0, (8-215) 
U3t + Uazz 十 4U3z 81 + 2u54 99 — ugS5S3 + 3u2(S, 52 + S993) 

十 2u3s(45092 — 34280 — 2u184 + $1, — U0S2 Mis + 292) 

—2u1ua; 一 2u2 (U2z + uS, + u152) + uz(S2, + Y2) = 0, (8-216) 
Zus Sol Sun — uo) — 2uoz(S2 + ua) + ua(Yo + Sos + S051) 

-Fuo(SoSs + S192 + Y2 — S5, 一 2u2z + U0S3) + 2ua4 So 

+2u; (uoS2 — u5Sg — Urr) + Uit + Uizz = 0, (8-217) 
U2t + u2zz 一 2uoz S3 + 2u2( S082 — Uiz — u280) 

-H2u1(uoS3 — Uu2S1 — 2u3S0 — uoz) — Uofuzz + Y3) 

+2u3(3S0 S1 + Yo + Sor — uoz) + u2(Sis + S1 + Yi) 

+2u2rS1 + 4u35 So — 2uo(u3z + u3 S1) = 0. (8-218) 

加 上 (8-200)~(8-204), 一 共 要 求解 12 个 方程 , 而 未 知 函 数 Si, Yili = 0,1,2, 3), uo 和 


ua 一 共 是 10 个 . 因此 要 找 出 这 个 超 定 方程 组 的 所 有 可 能 解 是 非常 困难 的 . 类 似 于 
其 他 截断 展开 法 , 只 考虑 (8-198)~(8-199) 为 常 系数 的 情形 . 


化 简 后 , 最 终结 果 为 
u = 10 T Lä 一 d + 12k16 + 2k,€?, (8-219) 
其 中 ok, ko 是 任意 常数 , 上 由 
Es = k1(—16 + 6€ + 9£? 483), (8-220) 
Eu = ko(—16 + 6€ + 9€? AE) (8-221) 


给 定 . (8-220) 和 (8-221) 可 以 以 隐 函 数 的 形式 积 出 


GS =e", n= kız + kot. (8-222) 


对 其 他 非 线 性 偏 微分 方程 , W KdV, KP, CDGSK, NLS, DS, BK, KdVB, adi 等 
进行 类 似 计 算 , 可 以 发 现 约 化 函数 (8-222) 是 相当 普遍 的 .更 进一步 , 如 果 在 (8-193)~ 
(8-194) 中 取 N = 4, 5,---, 那么 可 以 得 到 更 多 复杂 的 非 标 准 展开 式 . 此 处 不 子 进 一 
步 讨 论 , 留 给 读者 完成 . 
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8.4 ”对称 约 化 法 


对 称 性 研究 是 在 自然 科学 的 各 个 领域 中 都 非常 有 用 的 重要 方法 . 在 可 积 系统 的 
研究 中 , 由 于 无 穷 多 对 称 性 的 存在 , 对 称 性 的 研究 显得 更 为 重要 . 如 何 寻求 无 穷 多 对 
称 有 许多 强 有 力 的 方法 , 其 中 重要 的 有 递 推算 子 (或 强 对 称 算 子 ) l 8 151, 152, 183], 
主 对 称 方法 84 和 形式 级 数 对 称 法 [36, 160 等 等 . 而 对 于 点 李 对 称 , 常用 的 方法 有 延 
长 结构 法 05, 199 和 李 对 称 法 L159. 寻求 点 李 代 数 方 面目 前 也 有 不 少 给 出 其 决定 性 方 
程 的 计算 机 代数 软件 ， 最近 我 们 等 提出 了 寻求 变换 群 及 相应 李 代 数 的 简单 的 直接 
法 L270, 171, 173, 176], 本 节 不 讨论 如 何 寻找 决定 对 称 的 方法 而 只 讨论 如 何 利 用 对 称 性 
来 给 出 非 线性 方程 的 严格 解 , 相似 约 化 (或 对 称 约 化 ). 

经 典 李 群 法 、 非 经 典 李 群 法 06, "ml 和 CK (Clarkson 和 Kruskal) 直接 
法 [46， 47, 49, 50, 148, 177, 184, 201, 202, 217] 是 寻求 给 定 非 线性 系统 的 相似 约 化 解 的 三 个 
最 基本 的 有 效 方法 . 下 面 先 讨论 CK 直接 法 然后 讨论 经 典 李 群 法 和 非 经 典 李 群 法 . 


8.4.1 CK 直接 法 
对 于 一 般 的 N 分 量 n 维 非 线性 方程 组 


E 


F,(Z,üüg..)-20,22(zm,-.,z)üzs(u,-.uw) i-1,-,N, (8223) 


由 Clarkson 和 Kruskal 提出 的 并 由 楼 进一步 完善 的 直接 法 的 基本 思想 是 基于 下 述 
假设 : 一 般 的 低 维 对 称 性 约 化 


u(z) = 这 (元 P(£(z))), (8-224) 

XB Ü = (ue SUN), P= (P,... ,PN), ÈE = (E, Ee, Em) H m <n, 可 以 简单 
HRA 

ü = a(z) + p(£(z)), P= (Pi, , BN PN). (8-225) 


对 于 拟 线性 模型 如 KP 方程 和 Boussinesq 方程 , 可 以 证 明 假设 (8-225) 不 失 一 般 
性 , 与 (8-224) 完全 等 价 ， 当然 这 个 假设 不 是 对 所 有 的 方程 都 适用 ，Harry-Dym P 
gg 46, 47, 49, 50, 184 (这 是 一 个 非 拟 线性 方程 ) 是 一 个 非常 著名 的 例外 , 所 有 的 Schwarz 
形式 方程 都 是 例外 . 

现 以 KP 方程 


—Utz 十 6u2 + 6uuz;- Uuzzzz + Uyy = 0 (8-226) 
为 例 加 以 说 明 直 接 法 的 应 用 . 对 于 KP 方程 , 假设 (8-225) 成 为 


u — a(z,y,t) + 8B(z, y, t) P(£(x, y, t)), n(z, y. t)). (8-227) 
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首先 证 明 , 对 于 KP 方程 , 特殊 假设 完全 等 价 于 一 般 假设 
u = U(z,y,t, P(£(x, y, t), n(x, y.t))). (8-228) 
将 (8-228) 代入 KP 方程 可 得 


E (Up Peeee + 4Upp Pe Peee) + Anz (Up Peeen + Upp Peee P4) 
FPeee£2 (AU pz €, 十 GU pt) 十 {Peee 无 关 项 } — 0. (8-229) 


根据 假设 (8-228), P 仅 是 6, 的 函数 , 因此 (8-229) 的 成 立 要 求 P 的 不 同 阶 导数 及 
它们 的 不 同 寡 次 的 系数 互 成 比例 , 比例 系数 只 能 是 上 5 和 7 的 函数 . 不 妨 假设 0. 
同时 假设 (8-228) 隐 含 了 Up #0. 考虑 Pe Peee 和 Peeee 的 系数 成 比例 即 得 


Upp = A(é, mMUP, (8-230) 
其 中 AlE n) 为 6, n 的 任意 函数 . 求 得 (8-230) 的 一 般 解 并 重新 定义 函数 P, 
exp( AP) — P, 


得 (8-227). 对 Es = 0 的 情形 可 以 得 到 同样 的 结论 . 

为 下 一 步 计 算 的 简化 , 利用 (8227) 式 中 决定 函数 a, 6, € 和 7 时 可 利用 的 自由 
度 可 以 得 到 以 下 一 些 不 失 一 般 性 的 运算 规则 : 

规则 1 Æ = polz, y, t)O(6, n), WRITER E, n) 为 任意 确定 的 非 零 函数 Out, n) 
(相当 于 做 变换 AE, nN, n) P — P). 通常 取 Oo(6, 0) 为 常数 . 

规则 2 若 a = ao(z,y,t) 十 BQ(&,n), 则 可 取 AE, n) 为 任意 确定 的 函数 Ql0(&,) 
(相当 于 做 变换 AUE, n) 一 Ro(é,7) + P — P). 通常 取 O9(6, ul = 0. 

规则 3 Æ n — nE no(s, y, t), 则 可 取 n= no (相当 于 做 变换 PE, nE, no)) 一 
P(E, no)). 

规则 4 Æ E= Elola y, t) n), 则 可 取 = Go (相当 于 做 变换 PEE ol, m 一 
Pio, ai). 

将 (8-227) 代入 (8-226), 整理 后 可 得 


BE Peeee + ABE, Peeen 十 66262PPe+…=0， (8-231) 


其 中 省 略 的 项 中 不 包含 含 Peeee, Peeen 和 PPee 的 项 . 由 于 P. HAE &,7 的 函数 , 不 显 
& (m, y, t), 所 以 (8-231) 的 相 容 条 件 是 所 有 P 的 不 同 阶 的 导数 和 智 次 的 系数 互 成 
比例 , 比例 系数 仅仅 是 (6, m) 的 函数 . 因此 , 4 E #0, (8-231) 中 显示 的 三 项 成 比例 
的 条 件 为 

n =M (E nE, Hb n= f M(E, ndE + moly, t), (8-232) 


B = 上 202. (8-233) 
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将 规则 1 和 规则 3 分 别 应 用 于 (8-232) 和 (8-233), 得 
n-"(ywt. 8-8. (8-234) 
利用 (8-234), (8-231) 成 为 
ES (Pegg + 6PPe)e + Mët Pese ++ = O, (8-235) 
其 中 省 略 部 分 是 与 Peee 无 关 的 项 . 由 (8-235) 式 中 所 显示 两 项 成 比例 要 求 
Ezz = EzE, m), (8-236) 
其 一 般 解 为 
DL, als ën, D(69m- J : e7 STAY MAYA, Enz zc, (8-237) 
其 中 9 和 o {yt} 的 任意 函数 . 将 规则 4 应 用 到 (8-237) 得 
E=0r +0. (8-238) 
把 (8-238) 代入 (8-235) 并 写 出 所 有 的 省 略 项 得 


0° (Pese + 6PPe)e + 0°[60°a + 022? + (20,0, 一 9b0)7z +oy — 001|Pze 
+0(0nyy + 40,7) Pn + * (2ny&y — O) Pes + ^n, Pnn 
+[(02)yy + DÉI os LD + 0(12020., + 0£,, + 40,£, — 390] P: 
十 (azzz 十 6aaz — 04); 十 ayy = 0. (8-239) 


要 求 (8-239) 中 Peeee 的 系数 和 Pee 的 系数 成 比例 , 并 利用 规则 2, 得 


602 


由 Peeee 和 Du 的 系数 成 比例 可 得 


a= [0227 + (20,0, — 001)x + 0 — bor). (8-240) 


ny = Pin. (8-241) 


为 了 进一步 确定 未 定 函 数 , 需要 分 F 0 和 R = 0 两 种 不 同情 况 考 虑 . 
情况 1. 五 #0. 
在 这 种 情况 下 , 将 (8-241) 代入 (8-239) 中 P, 的 系数 , 即 可 得 


0, = F3(n)05, (8-242) 
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F»(n) 是 7 的 函数 . 
由 (8-241) 和 (8-242) 可 得 
(in) = fi(t)y + fa(t), (8-243) 
其 中 filt) = fi M folt) = fa Æ t HERRAZ. 利用 规则 3 即 得 
n= fiy + fo. (8-244) 


然后 ， 利用 Pan 和 Pen 的 系数 得 


0 — fi, (8-245) 
y fat 
gc iir fa 十 WA + fa, (8-246) 
将 上 述 结果 整理 后 得 到 下 述 定 理 : 
定理 8.4.1 KP 方程 具有 对 称 约 化 解 
u =a + fiP(6,n), (8-247) 


— DST yf | fse 2 fiat fa fulfs-&€ yfuvhfzt 


24f1 6VA ufi 12f3/2 ef ` 
Sa den P y f. n= fiy + fa, 


其 中 fi, fo, fa Æ t WERK, PE, n) 由 约 化 方程 
Peeee + Pan + 6(PPe)e = 0 (8-248) 
决定 . (8-248) 正 是 著名 的 Boussinesq 77 f£. 
情况 2. 五 = 0. 
这 时 , n 仅 是 上 的 函数 , 由 规则 3 可 得 
n=t. (8-249) 
相应 地 , (8-239) 简化 为 
b2[662a + 0227 + (20,0, — 064)z + o2 — 00+) Peg — 0° Pe 
+[(0?)yy + 602o.,..] P + 0(120?0., + 06,, + 40,£, — 300,] P; 
+0° (Pece + 6P Pe)e + (azzz 十 6aaz — 04); +ayy = 0. (8-250) 
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比较 (8-250) 中 Peeee 和 Pe 的 系数 , 并 利用 规则 1, 得 


Best 
完成 余下 的 简单 计算 可 得 下 述 定理 : 
定理 8.4.2 KP 方程 有 对 称 约 化 解 
u= ij — 2)?yy? + (n — 2ab)y — za? + P(X,t), (8-251) 
X=r+ 7by? 十 ay, (8-252) 


其 中 a,b 是 t 的 任意 函数 , P = P(X,t) 满足 约 化 方程 
(Pxxx — Pxt + 6PPx + bP)x + zh 一 e =p. (8-253) 


读者 可 以 自己 证 明 , (8-253) 等 价 于 常 系数 KdV 方程 . 
情况 3. Er = 0. 
前 两 种 情况 是 在 Es 7 0 的 条 件 下 给 出 的 . 当 E = 0 时 , 可 不 失 一 般 性 地 设 
nz = 0,6, # 0, 这 时 (8-231) 的 完整 表达 式 简 化 为 
3(8?),. p? T BES Peg T Bn? Dan T Lë 十 6(aB)zrz 十 Byy EE Bre)p 
t(8nyy + 28yny — Brne)pn + (8&yy + 2Byéy — Brét)pe 
十 Qzzzz + da^ + Qyy — Qrt + 206ynypen = 0. (8-254) 


FOR (8-254) 中 pee 和 pos 的 系数 成 比 列 , KARR 6, 的 函数 , 求解 所 得 比例 方 
程 , 然后 利用 规则 3, 得 


n= (8-255) 
接着 将 规则 4 用 于 € = &(y t) = Eln), 得 
£ — y. (8-256) 
再 用 规则 1 于 pe 和 ps 的 系数 均 正比 于 pec 的 系数 的 方程 , 得 
f 21. 


最 后 求解 余下 的 系数 方程 , 结果 可 以 总 结 成 下 述 定理 : 
定理 8.4.3 KP 方程 具有 约 化 解 


u = œz? +T +P, (8-257) 
KB P = Ply, t) 满足 的 约 化 方程 为 
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Py, to — 602 + 1202P = 0, (8-258) 
o4 = ai (y, t) HI az = az(y, t) 由 


O2yy = —3602, alyy = —3601a2 + azi (8-259) 
决定 . 
当 az #0 时 , (8-259) 的 解 可 以 写 为 
da 
V 户 -24a3 SES een 
Ql = Q2 [f3 + Ge? (fa 十 f o202:dy)] A (8-261) 


fis fo, fa 和 fa 是 时 间 t B FEE PR C. 
将 直接 法 继续 应 用 到 约 化 方程 (8-248) 和 (8-253) 可 以 进一步 得 到 常 维 约 化 . F 
面 一 小 节 给 出 直接 法 得 到 结果 的 群 论 解释 . 


8.4.2 KP 方程 的 经 典 李 群 法 和 经 典 李 对 称 方法 
在 经 典 李 群 法 中 , 首先 需要 决定 KP 方程 在 无 穷 小 点 李 变 换 


r—rz-deX, 


y — y +EY, 
t—t-eT, 
u — u + eU (8-262) 
下 的 不 变性 , 其 中 {X,Y,T,U} 是 (m, y tu) 的 待定 函数 , 相应 的 向 量 场 为 
(ECG BE AG HERE TO (8-263) 


在 经 典 李 群 法 (和 非 经 典 李 群 法 ) 中 , 要 决定 向 量 场 (8-263), 还 需要 给 定 相应 的 场 量 
的 各 阶 导数 的 变化 规律 , 即 延长 结构 . 对 于 KP 方程 需要 给 出 四 阶 延 长 结构 


pr 9V =V -U*0,, -U**0,,. +U Bu +UYWO,,, tr Urs, (8-264) 
其 中 


U? —90;-rXuUzz + Yus, + Tus, (8-265) 
Uz Gen + XUzzz + YUzzy + Turzt, (8-266) 
UT —-g4 + Xuszt + Y usyt + Tus, (8-267) 
UYY —gyy + Xuzyy + Y Uyyy + Tuyyt, (8-268) 

U**** = Orres + XUzrrzzz + Y Urzzzy + T Urzzzt, (8-269) 


c =U — Xuz - Yu, ~ Tu. (8-270) 
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最 后 向 量 场 的 决定 由 下 式 
pr®V |—uzt 十 Wrzzz + Uyy 十 6(u2 T Uuzz)| KP =0 (8-271) 
给 定 , 即 
(-U*! + U?*** + UV! 十 6(2ucUz + Uuzz Fall, 20. (8-272) 
从 (8-272) 得 到 的 关于 (X, Y, T, U) 的 几 个 最 简单 的 决定 性 方程 为 
Tu = Xu = Yu = Tz = Ty = Yz = Uuu = 0. (8-273) 
U = Ui (z, y, t)}u + Uo(z, y, t) = Uiu + Uo, (8-274) 
则 余下 的 决定 性 方程 简化 为 
Uii 一 4t 一 3X; Ss Uozzzz T Uoyy zm Uozt = 0, (8-275) 
Xzt — Uy + 12Uoz — Xzzzz — Xyy = 0, (8-276) 
6Uo + Xt m AX ox SS Dn we Uy 一 0, (8-277) 
Yı 一 2X; = Uiyy + 6U9,. = Ass 20. (8-279) 
求解 (8-275). (8-279) 易 得 
2 2 
Ui = -31t Y- alty +g, (8-280) 
1 1 1 1 
Uo = NT 一 ag Tut - 1992 — gh (8-281) 
te het vnm aw (8-282) 
73 tT 6 tt 29:4 . r 


RB T, g 和 是 t 的 任意 函数 . 最 后 , 由 特征 线 方法 可 知 , 要 求解 特征 方程 
dt dy dr du 
特征 方程 (8-283) 求解 需要 分 三 种 情况 考虑 : (1) T # 0, (2 T = 0, g #0, 
(3) T =g — 0. 容易 证 明 第 一 和 第 二 种 情况 完全 等 价 于 上 节 直 接 法 中 得 到 的 第 一 和 
第 二 种 情况 . 因此 这 里 不 再 重复 相同 的 结果 . 
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对 于 第 三 种 情况 , (8-283) 成 为 


7T RT (8-284) 
其 一 般 解 为 
u= -4e + P(y,t), (8-285) 
其 中 {y,t, P(y t) 为 群 不 变量 . 将 (8-285) 代入 KP 方程 得 约 化 函数 P 满足 方程 
h2 PP 十 512 + hhe = 0. (8-286) 


比较 这 种 结果 与 上 节 直 接 法 的 第 三 种 情况 易 知 , 经 典 李 群 法 的 结果 仅仅 是 直接 法 当 
a —0 H o 仅 是 上 的 函数 时 的 特殊 情况 . 
经 典 李 对 称 方法 063] 和 经 典 李 群 法 的 结果 完全 等 价 . 但 是 经 典 李 对 称 方法 的 运 
算 要 简单 的 多 , 其 基本 思想 是 直接 将 经 典 点 李 对 称 o(8-270) 的 表达 式 代 入 KP 方程 
的 对 称 方程 


{ 一 czt T lozaz 十 Oyy 十 6(uwcjz]z}|lrp = 0 (8-287) 


来 决定 向 量 场 V, 由 此 决定 的 向 量 场 与 由 (8-272) 决定 的 向 量 场 完全 相同 . 
8.4.89. KP 方程 的 非 经 典 李 群 法 


从 上 一 小 节 的 第 三 种 情况 知道 , 经 典 李 群 法 并 不 能 得 到 与 直接 法 完全 等 价 的 结 
R 直接 法 的 结果 包含 了 经 典 李 群 法 的 结果 , 所 以 要 用 群 论 方法 得 到 直接 法 的 结果 
甚至 更 多 需要 用 到 非 经 典 李 群 法 16; 196. 

考虑 到 决定 约 化 方程 的 特征 方程 (8-283) 是 求解 


o -0 (8-288) 
的 特征 线 方程 , 因此 , Bluman 等 将 决定 向 量 场 的 方程 (8-272) 修改 成 
( -U** + U**** + UV! + 62u,U* + Uuzz + uU**))| San = 0. (8-289) 


讨论 非 经 典 李 群 法 的 结果 也 需要 分 三 种 情况 考虑 : 

(1) T #0, 

(2) T 20,Y £0, 

(3)T-Y-0,X 40. 

对 于 第 一 种 情况 , 由 (8-265)~(8-269) 及 (8-289) 给 出 的 简化 后 的 关于 (X, Y, T.U) 
的 决定 性 方程 为 (V1 = Ui (zm. y, t), Uo = Uo(z,y,t)) 


T —1 = Xu = Y, = Y, = Kan = U — Ui — Uo = 0, (8-290) 
DN + 2X, = Yyy + 4Xzy = Xzyy — 3Uozz = 0, (8-291) 
X4 + ën + 3X X, = Y, — 2X, = Y, — 2X, + 3Y X, = 0, (8-292) 
Uozzzz + Uoyy — Uozt — 3XzUoz = 0, (8-293) 
3Xzt + 9X2 + 12Uos — Ku = 0. (8-294) 


可 以 证 明 , 由 决定 性 方程 (8-290)-- (8-204) 决定 的 向 量 场 代入 特征 方程 (8-283) 
后 得 到 的 解 与 直接 法 和 经 典 李 群 法 的 第 一 种 结果 完全 等 价 . 

对 于 第 二 种 情况 , 由 (8-265)~(8-269) 及 (8-289) 给 出 的 简化 后 的 关于 (X, Y T.U) 
的 决定 性 方程 为 


T2Y-12X, = X4 = Uu = X4 + 6U + 2X X, =0, (8-295) 
Un = Xyy — 12U, — Uyy — Usy F Um — 2 Ev — 0. (8-296) 
容易 证 明 , 由 决定 性 方程 (8-295)-.(8-296) 决定 的 向 量 场 代 入 特征 方程 (8-283) 
后 得 到 的 解 与 直接 法 和 经 典 李 群 法 的 第 二 种 结果 完全 等 价 . 
对 于 第 三 种 情况 , {X Y, T, U} 的 决定 性 方程 为 
T-Y-X-12U, -U,, — 0, (8-297) 
Use Hun 4 18UU, -Ua — 0. (8-298) 


显然 (8-297) 和 (8-298) 的 一 般 解 为 
T=0, Y=0, X=1, U =2a +0, (8-299) 


其 中 05,04 满足 (8-259). 

将 (8-299) 代入 特征 方程 (8-283) 求解 即 得 (8-257), 所 以 这 种 情况 与 直接 法 得 
到 的 第 三 种 情况 完全 相同 . 

综 上 所 述 , 非 经 典 李 群 法 可 以 得 到 所 有 直接 法 可 以 得 到 的 对 称 性 约 化 , 而 经 典 
李 群 法 只 能 得 到 直接 法 的 部 分 结果 . 
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第 三 章 中 就 行 波 问 题 提 出 了 形变 映射 方法 , 使 得 很 多 非 线性 系统 的 行 波 解 可 以 
同时 很 方便 地 得 到 . 然而 , 更 有 意义 的 问题 是 是 否 可 以 在 众多 非 线 性 系统 的 非 行 波 
特 解 间 建立 形变 映射 关系 ? 

近来 的 研究 表明 , 一 些 高 维 可 积 系统 , 例如 DS 7r fe, NNV 方程 非 对 称 NNV 方 
程 、 非 对 称 DS 方程 、 长 波 色散 方程 、 BK 梯队 、 长 波 - 短波 相互 作用 模型 、Maccari 
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系统 、Burgers 7j f£, 2+1 SE On Gordon 模型 和 一 般 N+M SE AKNS 系统 等 等 , 在 其 
严格 解 的 一 般 表 达 式 中 由 于 任意 函数 的 引入 , 因而 存在 着 相当 丰富 的 局 域 结构 224 
由 于 通常 物理 模型 是 不 可 积 的 , 因此 发 展 新 的 方法 和 寻求 不 可 积 系统 的 新 的 类 
型 的 严格 解 虽然 困难 但 是 极为 重要 . 文献 [146], [149], [150] 和 [161] 建立 了 一 些 高 
维 不 可 积 系统 的 严格 解 间 的 形变 关系 , 通过 这 种 形变 映射 方法 , 一 些 简 单 模型 的 严 
格 解 可 以 形变 到 复杂 的 非 线 性 系统 . 最 近 , 这 种 方法 被 进一步 发 展 并 应 用 到 ntl 维 
sine-Gordon 模型 、 双 sine-Gordon HAI, ° 模型 和 其 他 非 线 性 标量 场 模型 7. 本 
节 第 一 小 节 以 9 模型 为 例 , 说 明 如 何 从 一 个 简单 的 e^ 模型 的 非 行 波 解 形变 到 复杂 
模型 的 解 . 第 二 小 节 给 出 一 些 映射 关系 , 从 ai 模型 的 一 个 已 知 非 行 波 解 得 到 更 多 
的 解 . 
8.5.1 高 维 Di 模型 的 严格 解 形变 到 9 模型 
人 们 已 经 对 o5 模型 


Y ae — dn + Mb+ mog? — 0 (8-300) 


i=l 


的 严格 解 进行 了 深入 的 研究 , 得 到 了 很 多 不 同类 型 的 解 , 所 以 , 利用 0^ 的 解 得 到 ^ 
模型 


3 Gen — Ptt + AD + 19? + co? — 0 (8-301) 


GA 


的 解 将 是 一 件 很 有 意思 的 事情 . 这 里 给 出 0 A 0^ 模型 的 解 之 间 的 一 些 形变 关系 
和 定理 , 然后 应 用 这 些 定 理 来 寻找 09 模型 的 新 解 . 
定理 8.5.1 WMR oi Dt 方程 (8-300) 的 解 并 且 满 足 如 下 约束 条 件 


(Vo) - ud? téite 3702, dt Ai + mot C, —0, — (8-302) 


i-—1 . 


8 EEN ] 
=+ EEEN (8-303) 


是 d 模型 的 解 ， 其 中 参数 a1, b1, C1, An, 11, Ci 和 模型 参数 ^, UE 满足 


那么 


20312151 — joa1b? — 2uibici + Hobici = 0, (8-304) 
4Ab? 十 4ubı + 4E + 2u1a1b1ci T (un — 311)a2b? 
+(m — 2o) = 0, (8-305) 
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ZAnbe 十 2Hel — Aoben 一 2A1a1b? 十 poa?bıcı + 6uaib; 


+Aoa1b? 十 4Abicl + 86a; — joa1c? 十 4Xalb2 = 0, (8-306) 
24a? + 4Aa2b? + Ac + 12ua1c1 + 2M0a?b? + 224a1b1ci 

-Hi2ua2b; + 4Ac? — 3Ara?b? + 16Xalbicl 一 2Xoc? = 0, (8-307) 
61a2c; + 8a? — 2C1a1b? + Aga2bic, + 2ua3bi + 4Aai1c? 

+4\a?bıcı — Maic? + 2b1c1C1 = 0, (8-308) 


CC, — 3a2b2 C, 十 4Aa2c? 十 45a1 + 2a1b101C1 十 4ua?cı = f). (8-309) 
证 明 把 (8-303) 代入 96 方程 (8-301), 得 
4|? (ub, + € + Ab?) 十 的 26al + 2b Aen + a1) + £a? + parici + Aci] 
(a1b1 — c1)(b19 + c1) 
1 ie (3a1b1 十 4b19 十 ci)(V9)? 
"dra (> Paszy — bu) t tahta) 5 0 9319 
HF o i dt Jr f£ (8-300) 的 解 且 满足 (8-304). (8-309), 所 以 上 式 正好 变 为 (8-302). 
方程 (8-310) 和 (8-303) 完全 等 同 于 原来 的 An 模型 方程 , 所 以 一 旦 得 到 方程 
(8-310) 的 解 , 那么 相应 的 99 方程 的 解 就 可 以 由 (8-303) 给 出 . 
为 从 方程 (8-310) 解 出 具体 的 解 , TURRA o 加 上 一 些 限制 . 这 里 选择 由 是 
di 的 解 , 原因 是 很 多 物理 学 家 对 D 模型 很 熟悉 , 而 且 D 方程 的 严格 解 很 容易 得 
到 , 文献 [146]、[149]、[150] 和 [161] 中 已 经 列 出 不 少 定理 和 Dt 模型 的 解 . 
在 形变 关系 (8-303) 中 , AR PS TC $ 是 有 界 的 ， 


ló| < M < oo, 
那么 解 的 非 奇 性 条 件 是 
|c| > Ibi M], 
而 实 解 条 件 是 
la| > |M], ac > 0. 


定理 8.5.1 中 包括 了 两 个 任意 参数 Ao 和 uo, 不同 的 参数 选择 会 导致 不 同 的 周 
期 波 解 . 原则 上 说 , 偏 微分 方程 的 解 中 存在 大 量 的 任意 参数 或 任意 函数 . 对 于 09 方 
程 , 其 解 中 的 任意 函数 可 以 有 以 下 两 种 不 同 的 存在 方式 . 

(1) 在 限制 方程 中 加 入 任意 函数 . 

例如 , 把 限制 方程 (8-300) 和 (8-302) 改写 为 (C2 = ubi + E + Ab], C1 = 26al 十 
2b1Aci + pai, Co = £a? 十 Halcl + Àc?) 


b» Si um bu SS F(Q), F(Q) 任意 ， (8-311) 
i=l 
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22. 4(ó-ca)?[Co9? -C1ó --Co] ` 2(6 + a1) (b16 + c1) 
(Vo)? ES (aibi — c1)(3aı1b1 + 4b19 + c1) 3aibi 二 + 4b1ó -- ci F9). 
(2) 通过 解 限制 方程 加 入 任意 函数 ( 见 后 ). 
求解 方程 (8-300) 和 限制 方程 (8-302) 仍然 非常 困难 , 不 过 好 在 文献 [146]、[149]、 
[150] 和 [161] 已 经 给 出 了 参数 满足 


(8-312) 


TEE EN (8-313) 
/二 了 Ho (8-314) 


时 , Ai 方程 的 许多 解 . 

需要 指出 的 是 , 9^ 和 o9 模型 间 存 在 着 多 种 不 同 于 (8-313) 或 (8-314) 的 形变 
关系 . 通过 求解 代数 关系 (8-304)~(8-309) 可 以 更 清楚 地 看 到 这 点 , 其 结果 可 以 分 成 
三 种 不 等 价 的 情况 . 


情况 1. 
1 2 1 4 
Au cc An, k= sin Cı = —Agaj 一 og), (8-315) 
3uoa2 (ci + a1b1) + Ao(c1 + 5a1b1) 
An LENA H 8-316 
4(ci a151) ( ) 
ees aiuole? 十 clalb + a2b2) + Xobl(cl 十 Zoch) (8-317) 
2151 -— (^4 
Ale + a1b1) ,, » 212 2 
= DATAN (e 2b? Xo]. 
£ TEA Wo + a1b1)uo 十 201Xo] (8-318) 
在 这 种 情况 下 , cl # aibi, (8-316)~(8-318) 正 是 形变 关系 (8-303) 的 非 零 解 . 
情况 2. 
1 
Hi = 9 H0, Ql = Ci — 0, (8-319) 
1 1 1 3.2 3 
A = 240 SS 241, u = 一 Da(Xo 十 Ai), € 一 19A T Sé (8-320) 
情况 3. 
An 一 (uo — 211)a2 十 An, bi 一 0, Ci = —Aoa? 一 (Ho SS 1 )a1， (8-321) 


5 1 1 
X= wo & 一 m) ahu- 541i — 340), E = ge Quo — pı). (8322) 


在 后 两 种 情况 下 , Au 关 Ao. 对 于 第 三 种 情况 , 同时 pi E. 
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文献 [146]. [149]. [150] 和 [161] 中 已 经 给 出 了 B4 模型 很 多 种 不 同类 型 的 严格 
解 , 这 里 给 出 一 个 更 具体 的 .和 定理 8.5.1 相关 的 包含 一 个 任意 函数 的 解 


B sn(V, m) +a 


其 中 


n n 
Vaf E kuzi t unt | + Kë koizi + wot = f (n) + no, (8-324) 


i=l i=1 


f(n) 是 的 任意 函数 ， 


3 


n= kuzi tut, 


æl 


Kad 


参数 koi, kii (i kg d 1, 2, SE ,n) 满足 两 个 条 件 


LO ul 
2 2 
Kä kii — wi = 0, 25 kiikoi — w1wo = 0, 
i=1 


Ze) 


参数 a, b, c 分 别 是 


deni (8-325) 
SPIRI erede Li) RS rid) 
— m(m48 + 14m262 + ô? — 1632)" 
| 2(4A + 5m?6 — lu 
= (miô? + 14m282 + 6? — 1632): (8-327) 
其 中 
n 
dk ki wo (8-328) 
ez) 
和 
(m482 + 14m262 + 6? — 16X2)? 
或 是 
ai. (8-330) 
m 
2( 一 4 入 一 5m?6 + ô) 
CT m(m*8? + 14m282 + 6? — 1632)! (8-331) 
— 21(4A + 56 — m?ô) 
u (m462 十 14m26? + 62 一 1642)" (8-332) 
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|. 2(—4A + ô + 6mó + m?6)(—4A + ô — 6mà + m25)(2A + ô + m?ô)u? 


e (m48? + 14m?8? + ô? — 16)2)? pe 
(8-323) 式 的 非 奇 性 条 件 和 实 条 件 是 
le! > |b], ac > 0， (m6? 14m?&? + 8? — 1632)? Æ 0. 
和 (8-323) 式 相对 应 , Gi 方程 的 解 为 
$ = sn(V, m), (8-334) 
参数 
Ao -—(m?-1)) Un = -2m26. (8-335) 


(8-323) 表明 了 一 种 特殊 类 型 的 解 : 两 个 行 波 沿 垂直 于 由 
7 —0, no — 0 


决定 的 面 (或 线 ) 方向 前 进 的 相互 作用 解 . 
由 于 任意 函数 f(n) 的 存在 , 周期 行 波 解 (8-323) 的 结构 非常 丰富 . 例如 , 取 任意 
函数 为 


Ti = v»? +1, (8-336) 
则 当 m Æ 1 时 , (8-323) 表示 周期 波 的 相互 作用 . TE (8-323) PR “+, 参数 为 


ku =3, ki2—4, wi =5, kor —2, kop =1, nz 2, 


x1, bz 2, eeh (8-337) 
„229 , 51 , 455 
— 400 "7758: 57 716 


时 , 图 8-1 描绘 了 t= 0 时 刻 这 种 解 的 结构 , 图 8-2 给 出 的 是 相应 的 极限 情况 , 即 取 
m 一 1, 是 二 半 直 线 孤 子 (two-solitoff) f£. 
图 8-3 是 另外 一 种 特殊 的 周期 波 相 互 作 用 解 , 任意 函数 f (m) 取 为 


f(n) = sin y, (8-338) 


参数 和 图 8-1 相同 . 
图 8-4 表示 一 个 直线 型 扭 结 和 一 个 周期 行 波 的 相互 作用 解 . 图 8-3 是 图 8-4 的 
一 般 化 , 图 8-4 是 图 8-3 的 m = 1 的 极限 情况 . 
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图 8-1 方程 (8-323) 和 (8-336), (8-337) 图 8-2 ”一 种 特殊 类 型 的 二 拟 结 型 的 
表示 的 t = 0 时 的 特殊 类 型 的 周期 波 相 半 线 孤 了 结构 ， 是 图 8-1 当 Jacobi 椰 圆 


互 作用 解 函数 的 模 m 一 1 的 极限 情况 


图 8-3 3X(8-323), (8-336) 和 (8-338) 表 图 8-4 图 8-3 中 mm 一 1 时 的 极限 情况 ， 


Ast t = 0 时 的 两 周期 波 相互 作用 结构 是 向 期 线 孤 子 结构 


定理 8.5.2 如果 ó 是 方程 (8-300) 和 限制 方程 


(V9)? + Ad? Hundi -- C9 — 0 


的 解 , 那么 
"UR E 
V bod? + c» 
是 d 模型 的 解 ， 参数 b», C2, H2, À2 和 C» 由 下 式 决 定 
1 
H2 = 9 H0 


3 C2 
A= —-— u 一 入 2A». 
2 p, 0 0 十 < 人 2， 


2,2 
二 
2 
3 uo 
€ 一 一 一 3co( C9 b» s A2C2). 


2 bo 


(8-339) 


(8-340) 


(8-341) 


(8-342) 


(8-343) 


(8-344) 
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解 (8-340) 的 非 奇 性 条 件 是 
c2 > |bzlM2， 2 Ib|<M<o. 


和 定理 8.5.1 相似 , 这 里 也 给 出 一 个 包括 任意 函数 的 解 . 更” 方程 的 解 仍 取 为 
$ = sn(V, m), V 由 (8-324) 决定 , 由 定理 8.5.2 给 出 的 相应 的 解 为 


1 


= +- -34 
v/ bsn?(V, m) +c dram 
参数 
2 
b= SEN (8-346) 


2(—m36? + m48? + ô? — X2)’ 


| b(m?+ô-— X) 
BE 777 EE ti 
(8-328) 定义 的 ô 由 下 式 决定 


` pP(m38 +6— A)(À — ô + 2m25)(—A — 26 + m26) 
j 4(—m?6 + m462 + 62 一 入 2)2 


和 (8-303) 相似 , (8-340) 也 表示 了 周期 波 和 孤立 波 间 的 相互 作用 解 . 


£ (8-348) 


如 果 取 
f(n) = y sin? n+1, (8-349) 
相应 的 参数 为 
kii = 23, kia = 2, wi = 4, koi = V3, ko = 3, wo = 2, 
b=2, c=3, (8-350) 
y= 1091 , |, 9518 Pu 3987 
"ee Tags 


那么 (8-301) 给 出 的 是 周期 波 间 的 相互 作用 解 . 图 8-5 给 出 了 两 个 周期 相互 作用 波 
解 . 图 8-6 是 图 8-5 中 m — 1 的 极限 情况 . 
定理 8.5.3 WME o 是 ai 模型 (8-300) 在 限制 条 件 


(Voy? + Audi + ua* +C3=0 (8-351) 


下 的 解 , 那么 


Ó 
Vh)T p 


E: 
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Wlan 由 式 (8-345), (8-349) 和 (8-350) 图 8-6 图 8-5 中 mm 一 1 时 的 极限 情况 ， 
表示 的 t= 0 时 的 两 周期 波 的 相互 作用 解 是 周期 线 孤 子 结构 


是 d 模型 的 解 ， 其 中 Aa; H3, C3, b3 和 C3 满足 


E 十 A0， (8-353) 
C3 
6C3b3 
B ya 3 Josho 一 ba(Xo + 3X3), (8-354) 
3 
3b3C 
g = — + 3ba(b3As — capa). (8-355) 
3 


解 (8-352) 的 非 奇 性 条 件 是 
c3 > |b|M?, 2 |o] «& M < oc. 


定理 8.5.4 ”如 下 定义 的 


$? -- a4 
$-— +4 | 一 一 8-356 
bad? 十 C4 ( ) 


是 (8-301) 的 解 , 其 中 o 满足 更: 方程 和 限制 条 件 
(Voy? 十 A49? + pagt + C4 — 0, (8-357) 


参数 a4, ba, ca 和 Ca 满足 


C4 = Q4Xo + a2 (Ha 一 Ho), Au = ào + a4(2u4 一 uo), (8-358) 
'"4) 一 b > 
CAPRIS aauo(aaba + 2c4) — Ao(2a4b4 + ca) | (8-359) 
Q404 — C4 
b 4)(2a4b 2b4A b 2 
EE TE SE jio (a4b4 + c4)(2a4b4 + c4) + 2b4Ao(a4b4 + 2c4) (8-360) 


asaba — C4 
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和 
3b2 -À 
Es Crete d — 3pabaca. (8-361) 
解 (8-356) 的 非 奇 性 条 件 是 
lea) > |b4|M?, lasl > MT, aaa >0 当 Jéis <oo. 
定理 8.5.2~8.5.4 的 证 明和 定理 8.5.1 的 证 明 相 类 似 , 这 里 一 并 省 去 . 从 更 * 模型 


的 严格 解 如 (8-334) 出 发 , 可 以 从 定理 8.5.1~8.5.4 得 到 其 他 类 型 的 多 周期 、 多 孤 波 
相互 作用 解 . 


8.5.2 4 模型 的 Bäcklund WMFF tE h 


上 一 小 节 中 给 出 了 im eo 模型 的 一 些 特殊 类 型 的 解 之 间 的 形变 关系 , 文献 
[107] 和 [174] 给 出 了 ^ 和 sG 模型 及 双 SG(DsG) 模型 的 一 些 特 解 间 的 关系 . 因此 ， 
如 果 得 到 了 e* 模型 的 尽 可 能 多 的 解 , 就 可 以 同时 达到 An, sG 和 DsG 模型 的 大 量 
新 解 . 本 小 节 利 用 一 些 ai 解 之 间 的 关系 讨论 得 到 新 解 的 方法 . 首先 建立 几 个 新 的 
特殊 类 型 的 Bicklund 变换 定理 . 

定理 8.5.5 如果 9 是 9* 在 限制 条 件 


| 
(Ye) — g(6) 2 V 42, — à? — g(ó) =0 (8-362) 


i=l 


下 的 解 , 那么 
gre er 
模型 参数 为 Da, ut 其 中 (b= 1-9) 


. b? [Ab — augt + a(2u - 2241 — Aldi + 2a(A — à1)] 


dn (8-363) 


g(9) Zodi — 3a — 3b (8-364) 
Az (u t a? Xy — )9? + (1+a?)(à — A1) 
也 是 Ai 模型 的 解 . 
证 明 把 (8-363) 代入 
N 
Adnan, — dun — Mp1 — dl =0, (8-365) 


i—1 
得 
$(2ad? — 3a — 3A)(V $)? + (ad? — 2a — (1 + a?)b)C1ó 
H6 (([(1 +a?)àı + (m — 24)? ab) = 0. (8-366) 
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再 把 (8-300) 和 (8-362) 代入 (8-366) 正好 得 到 (8-364). 

如 果 Au = À, p1 = ,那么 Bäcklund 变换 (8-363) 是 自 Bäcklund 变换 , 否则 是 
JF Bäcklund 变换 . 下 面 的 推论 表明 , 由 (8-364) 给 出 的 g(9) 可 以 是 o 在 合适 的 
参数 下 的 一 个 多 项 式 . 

推论 8.5.1 WMR o 是 o* 和 限制 条 件 


N 
242, — dà — ao — ag? — ad^ — 0 (8-367) 
t=1 


的 解 ， 那么 由 (8-363) 给 出 的 di 也 是 di 方程 的 解 ， 其 中 参数 AL, Hi, On, Q1 和 Q2 由 
以 下 三 种 情况 给 出 : 


(1) M ao = 一 入 一 $p, ai A az = iu 时 ， 


asl, ns, An 
(2) 34 ao = 0, a2 = —a4 = A hf, 
Au ss A, m =2(1-—a?)à, yu--2X 
(3) 当 ao = $01 — À), a2 = SA — p + m — 241), a4 = $ (p + à — 1) 时 ， 


a=0. 


推论 8.5.1 的 证 明 很 直接 ,把 推论 中 给 出 的 参数 代入 (8-362) 就 可 以 得 到 定 
理 8.5.5. 


定理 8.5.6 WA $ ^ 模型 在 限制 条 件 (8-362) 下 的 解 , 那么 


ES (8-368) 
是 模型 参数 为 Do, ua) 的 Dt 模型 的 解 , 其 中 
2 | 5 3 2 2 
I($) = (1 4- bo?) [fó* — abu” + gd? + ho? + alà -- 222) + a 十 a2》a] ` (8-369) 


2 + a?b + 3b$? — 2ab24? 
f zu(1- ba?) bao +b?°u2, g= alu + 2bÀa — bà), 
hz Aotl 十 ba?) 十 A(1 wg ba?) 十 2bu». 


和 定理 8.5.5 相似 , 下 述 推论 8.5.2 表明 由 (8-369) 给 出 的 g(9) 也 可 以 是 o YER 
适 的 参数 下 的 一 个 多 项 式 . 
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推论 8.5.2 WME o dot 模型 在 限制 条 件 
N 4 | 
3542, - dd - aap =0 
i=l 320 
下 的 解 , 那么 由 (8-368) 给 出 的 o» 也 是 Ai 模型 的 解 , 其 中 参数 满足 以 下 两 种 情况 ， 
b= -5 2 = —2a?A — 3a?A5 一 safu, ao = u2 + a° MN, 


01 = a( 入 十 2 和 A2), az 一 2 入 十 2X2， aa = as = 3H 


u A(A -- a?) 入 A2 
b= ~—, = 一 一 一 一 ， 和 2 二 一 一 ， e | 


H 
Q1 = a3 = 0, as = À, Q4 >: 


定理 8.5.7 如 果 9 是 o* 模型 在 限制 条 件 (8-362) 下 的 解 , 那么 
bo --c 


是 模型 参数 为 as, ua) 的 Dt 模型 的 解 , 其 中 
gus (1 +a?) [acuó* + A? + cB? + bCó + c(As + cop3)| | (8-371) 


2acQ? — Abo — c 
A = b(aÀs + ^us — u), B = aA + aìg + 3b°u3, C = 3c? + Àa — À. 


由 (8-371) 给 出 的 glo) 在 下 述 推论 8.5.3 的 四 种 特殊 情况 下 具有 多 项 式 形式 . 

推论 8.5.3 WME o 是 在 限制 条 件 (8-362) 下 的 解 , 那么 由 (8-370) 给 出 的 3 
mi 方程 的 解 , 其 参数 满足 以 下 四 种 情况 : 

(1) 


NOM c?u — 352A — 4ac? À || aA-k 
377 etae) ^ T 2(ac t y 
| 2c? t 303A Loch M bc(u — aA) a SA 
SECH bala? LI ^"  ?!  3a(ac d$?) ^? — ix: 


: (3b? + 5ac?)u + (a?c? + 3ab?)A 
2 T C 


l 
6a(ac? + b?) y ECCO SST? 
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和 二 | cu + 2b? c? u3 + 402 入 zs 2c2(c21s — A) i ciu 
d HS cdm 3b2 6b1' 

a = Sn t2us) | Cu 2A  2cyus cu 
SENE 303， 


3 
bà cu  2bcua m b? 
Q4 = 5 


GE Er d 3 3 : a 一 " ei (8-373) 


(3) 


十 2b? 4-2aA + 2b? 
Edo du ES ao = 一 一 一 人， 


2p +aA+ bp | HH. 
= —————, 04 


ou = 03 — 0 a? = =: 
' 3a 2 


(8-374) 


u A 2cuys H+ 2aA — 2ac?ua 
一 TE ——————— 
6a 3 3 6a 


Zut aÀ — ac? 
= ———————, 04-— 
3a 


定理 8.5.8 WMR o dé ^ RAER (8-362) 下 的 解 , 那么 


ba = T (8-376) 


ER , @ ‘=a; =b=0Q. (8-375) 


是 模型 参数 为 {Xa, ua] 的 0* 模型 的 解 . (8-362) 中 的 g(h) X (v = ai, w = c bó) 


|. véi + ud? (ab — 2có — bó?) — w (aw? + Aav) 
(0) = —- (ac Sabó— Soi — bj) nn (8-377) 


由 (8-377) 给 出 的 glo) 在 下 面 推论 8.5.4 的 两 种 情况 下 成 为 $ 的 多 项 式 形式 . 

推论 8.5.4 WMR $ 是 Dt 模型 在 限制 条 件 (8-362) 下 的 解 , 那么 由 (8-376) 给 
出 的 A, 也 是 其 解 , 参数 满足 以 下 两 种 情况 : 

(1) 


| 24a? + Baa + 3b? 4 DS au aa Wm 


icm 16a 009—734. 04.1 E 
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(2) 


e EH EE 
2 4 
ao 一 S a2 = ata, as = 5. (8-379) 
定理 8.5.9 — ü o dà 模型 在 限制 条 件 (8-362) 下 的 解 , 那么 
bj? 十 1 
5 = Fog (8-380) 
也 是 其 解 , 此 时 模型 参数 为 Ds, us], (8-362) 中 的 olo) 满足 
_ (+bp) [us (1 réi  As(a c c6?)] _ (A+ ug?)la toile 
(6) = WA 7(a-3ePyadb-o) — s NN a (8-381) 
容易 验证 , 如 果 取 
. 8ca?(ab — c)(ap tr 3c) 1l6a?c2As 
Hs— 7 abes ` (aba 3 ia 


那么 定理 8.5.9 给 出 的 g($) 是 一 个 多 项 式 形 式 , 得 到 如 下 推论 : 
推论 8.5.5 ”如 果 $ 是 B4 模型 在 限制 条 件 (8-362) 下 的 解 , 那么 由 (8-380) 给 
出 的 os 也 是 解 , 此 时 模型 参数 为 (As, us), us 由 (8-382) 给 出 , g(9) 为 


9(9)= ER e 3C3 "AC June 30b? 
4a? A 2a(2A+ bAg --2bÀ) — 2bA-- AA + bAs 2 
Ln rd cdi 


Azu-—bA, C = ab-- 3c, 已 三 和 5 十 2 入 . 


前 面 提出 了 几 个 特殊 形式 的 Bäcklund 变换 , 用 来 从 已 知 的 特殊 解 寻求 新 解 , 这 
些 Bäcklund 变换 通常 是 非 目 Bäcklund 变换 . 原因 是 新 解 和 已 知 解 具有 不 同 的 模型 
参数 Du). 下 一 个 定理 表明 是 否 可 以 从 Ai 模型 的 两 个 已 知 解 中 推出 新 解 . 

定理 8.5.10 RA fü po 是 B 模型 在 限制 条 件 


N 
>》 disi — d = MO + ug’, (Voi)? = 91(91, 2), (8-383) 


Gel 


N 
3 dëse, — don = Mb + séi, (V2)? = galoi, $2), ` — (8-384) 


i=1 


N 
(dn). (dal = 》 dis däs, — dude = galdi, 2) (8-385) 


i=l 
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下 的 解 , 那么 


$ = go(&1. 62) (8-386) 


也 是 其 解 , 此 时 模型 参数 为 D. u} 其 中 go = go(61.02 gn = (62) 9 = 
g2(ġ1, $2) 和 gs = ga(91,92) 满足 条 件 


di One: dn + 92906262 t 9390p: äs 十 hı (à T 1191)909; 
-ó2(Aa + u202)goo; — go(^ + uga) = 0. (8-387) 


原则 上 , 给 定 g1, go 和 gs, 可 以 从 (8-383)~(8-385) 得 到 a 和 o, 然后 从 (8-387) 
得 到 由 = go. 可 见 , 定理 8.5.10 是 一 个 特殊 的 登 加 定理 , 即 , 一 旦 知道 了 o* 模型 的 
两 个 特 解 (不 是 任意 解 ) 就 可 以 通过 求解 (8-387) 进行 非 线 性 合 加 得 到 新 解 . 

和 可 积 系 统 的 一 般 倒 加 公式 不 同 , 这 里 给 出 的 倒 加 定理 通常 也 是 非 自 个 加 . 也 
就 是 说 , 可 以 从 ai 模型 的 两 个 特 解 得 到 新 解 , 而 这 些 解 的 模型 参数 可 能 是 不 同 的 . 

给 出 一 个 具体 清楚 的 例子 , 当 取 定 g1,92 和 gs 具有 简单 的 多 项 式 形式 


入 入 
gı = Au G F P + >) ; 92 = (入 一 入 1) c 十 E 十 >) , g3 =0 (8-388) 


时 , (8-387) 具有 特殊 的 有 理解 


入 (gl 十 dal 


pams A — Udo 


(8-389) 


这 样 就 有 如 下 推论 : 

推论 8.5.6 如果 a 和 go 是 D4 限制 系统 (8-383)~(8-385) 和 (8-388) 的 解 ， 
那么 由 (8-389) 给 定 的 o 也 是 更: 方程 的 解 . 

为 了 得 到 e^ 模型 的 严格 解 , 不 同 的 作者 已 经 给 出 了 很 多 有 意思 的 结果 . 为 了 得 
到 更 多 的 et 模型 的 严格 解 , 需 利用 前 面 给 出 的 定理 , 那么 第 一 步 就 是 寻找 (8-300) 
和 限制 方程 (8-362) 的 解 . 


和 文献 [146]. [149]. [150] 和 [161] 相同 , 为 了 得 到 o^ 方程 的 种 子 解 , 假设 4X. 
是 单 变量 u 的 函数 , 即 


$ = é(u), (8-390) 
而 u 与 时 间 空 间 相 关 , HÆ Klein-Gordon(KG) 方程 

N 

Youns -uu Au), (Fu) = Blu) (8-391) 


的 任意 解 , 其 中 Alu) 和 Blu) 任意 
在 假设 (8-390) 和 (8-391) F, 有 如 下 定理 : 
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定理 8.5.11 如 果 u 是 方程 (8-391) 的 解 , 那么 由 (8-390) 和 
B(u)óuu  A(u)ó, — Aë — uo? = 0 (8-392) 


给 出 的 $ Ri 模型 (8-300) 的 解 
在 假设 (8-390) F, (8-362) 中 的 限制 函数 (0) 不 能 是 任意 函数 , 应 该 和 A, B 

相关 ， 
(Bu - 2A)? [ge 一 24( 入 十 Hpd2)] 


niti: (8-393) 
特殊 地 , 如 果 取 
Ze 5 Bu, (8-394) 
则 
TEM wn E. (8-395) 


其 中 Ci» 是 一 个 积分 常数 . 
进一步 , 在 假设 (8-394) F, 方程 (8-392) 的 一 般 解 可 以 用 椭圆 积 分 来 表示 : 


du 
puis yml-- (8-396) 
reme AP? 十 二 — +C V Bu) 
其 中 Ci 和 Vo 是 任意 积分 常数 . 
(8-396) 式 的 积分 结果 通常 用 Jacobi 椭圆 积分 函数 来 表示 . 
例 8.5.1 如 果 入 <0, > 0, 积分 常数 CY 取 为 
2n? X? 
Slogan 
那么 84 HR | 
—2An? 一 入 
ch 一 AL 二 72) ( ven ; (8-397) 


HF nje Jacobi BEDS ES EXsni] BS, V 由 (8-396) RÆ X. 

文献 [146] 中 的 表格 1 列 出 了 很 长 一 串 o 模型 的 不 同 的 椭圆 积分 表达 式 , 其 中 
一 些 可 以 通过 前 面 给 出 的 Bäcklund 变换 从 sn 种 子 得 到 . 

余下 的 关键 一 步 就 是 找 出 可 能 的 Y 的 表达 式 . 应 该 指出 的 是 , 定理 8.5.11 或 
例 8.5.1 中 给 出 的 解 仍 是 相当 一 般 的 , 原因 是 定义 的 方程 (8-391) 包括 两 个 任意 函数 
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(A 和 B). 文献 [146], [149], [150] 和 [161] 给 出 了 几 种 可 能 的 表达 式 , 如 


M 
1 
V= 二 3 _ exp0,, (8-398) 
y-1 
N H 
0,— M Piti + wt, (8-399) 
Cl 
其 中 
Ca 
》 (Pi) -w2 = 1， (8-400) 
i=l 
N "T , 
>》 (Pi - Pb) - (wy — wy)? — 0, (8-401) 
《一 1 
对 应 
B(u) = ou, A(u) — o?u. (8-402) 


注意 , 即使 对 固定 的 4 和 B, 也 可 以 在 限制 性 KG 方程 (8-391) 中 加 入 任意 函 
数 . 例如 , 如 果 选 取 A 和 B 具有 关系 (8-394), 那么 相应 的 V. 可 以 表示 为 


N N -M2 / N 
WF E kiti + wt) + E m? 一 4) (x Mili + E) 
i-1 i-1 i-1 
- f(£) n, (8-403) 
其 中 fE) 是 € 的 任意 函数 , 常数 ki, mi wi 和 wo 满足 


N N 
Kä k? — w? = 0, 3 kim; — wiwo = 0. (8-404) 
i=l i=1 


任意 函数 在 (8-403) 中 的 出 现 使 得 特殊 的 椭圆 sn 波 (8-397) 仍 具 有 丰富 的 结 
构 . 图 8-7~ 图 8-10 是 三 种 特殊 情况 . 图 8-8 显示 了 两 个 扭 结 型 半 曲 线 孤 子 的 相互 
作用 结构 , 是 图 8-7 中 的 椭圆 函数 模 为 1 时 的 极限 情况 . 图 8-7 描绘 的 周期 波 的 具 
体 表达 式 为 
V2n (3a + 4y + 5t)?/? — 2z — y — 2t 
DIL SC GEES e SE e ; (8-405) 


相应 的 参数 和 函数 为 


$= 


入 二 —]1, H = mı = 1 ki = 3, ko 一 4, m2 = d f(&) = £9. (8-406) 
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图 8-7 由 (8-405) 表 示 的 ® 模 者 的 周期 ”图 8-8 (8-405) ez Rp md fp ru 
卡 曲 线 孤 子 结 构 (n = 0.999) 结 型 六 则 线 孤 子 相互 作用 结构 (n = 1) 


图 8-9 描绘 的 是 上 = 0 时 刻 的 一 个 二 半 线 孤子 和 一 个 周期 波 之 间 的 相互 作用 , 其 中 
€ = 3x + 4y + St, 


V2n sp VS. 7 17 Asing - 27—y—2t 


dE Vita SS 
此 时 取 n= 1, 参数 的 取 法 和 (8-406) 相同 , 但 是 任意 函数 取 为 
FCE) = VE? +1 + 4sin(£). (8-408) 


图 8-10 揭示 了 (8-407) 表示 的 与 图 8-9 相应 的 椭圆 波 推广 (n = 0.999999). 


图 8-9 由 (8-406) 表 示 的 两 个 半 线 孤 图 8-10 ”与 图 8-9 相 对 应 的 椭圆 波 推广 
种 一 个 周期 波 的 相互 作用 (n = 1) n = 0.999999 


例 8.5.2 ”如果 积分 常数 Ci 在 入 > 0, .<0 的 情况 下 取 为 


2mn2X2(1 — n?) 
C; = —————, 
p(n? — 2)? 


那么 e 模型 具有 特 解 


入 | 入 
dc van ar) (8-409) 
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其 中 n 是 Jacobi 椭圆 也 数 dn 的 模 , V 由 (8-396) 给 出 . 

图 8-12 显示 了 由 (8-409) 表示 的 D4 模型 的 t= 0 时刻 一 个 典型 的 二 半 线 孤 波 
解 , 或 称 之 为 “V” 形 孤 波 解 ( 相 比较 于 KP 方程 的 “Y” 形 孤子 解 ), 相应 的 参数 选择 
An-lidi l 


l 
u= —1, `= m = 1, ki=3, ko = 4, m2 = 7 f(E)= VE +1. (8-410) 


图 8-11 是 图 8-12 表示 的 “V? 形 孤 波 的 第 一 种 椭圆 波 推广 (n = 0.999). 


图 8-11 由 (8-409), (8-396) 和 (8-410) 图 8-12 "V" JEIKI, 所 有 函数 和 参 
表示 的 椭圆 波 结构 (n — 0.999) 数 除 n = 1 外 均 与 图 8-11 同 


B 8.5.3 如果 积分 常数 C1 在 


A>0, ue nz vi (8-411) 
或 
A « 0, u « 0, n < v2 (8-412) 
的 情况 下 取 为 
C = 2n? XM (n? — 1) 
!  g(2n? — 19" 
那么 $4 模型 具有 如 下 cn 形式 的 解 


2An? | A 
$= \ a(l 一 m2) ^. ( 2n? 一 D | D 


其 中 n 是 椭圆 函数 cn 的 模 , V 由 (8-396) 决定 . 

对 (8-411) 的 情况 , 椭圆 cn 波 (8-413) 与 椭圆 dn i (8-409) 有 相同 的 V ÆI 
波 极限 . 虽然 椭圆 dn 波 和 椭圆 cn 波 有 相同 的 n = 1 极限 (图 8-12), 但 是 它们 在 
n + 1 时 有 完全 不 同 的 结构 . 对 dn 波 (8-409), o 在 全 空间 总 是 大 于 堆 , 而 cn E 
(8-413) 在 一 些 区 域 是 正 的 在 另 一 些 区 域 则 是 负 的 . dn 波 (8-409) 既 有 稳定 的 孤 波 
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极限 解 (n — 1) 也 有 稳定 的 对 称 破 缺 (常数 ) 极限 解 (n. 0), 而 cn 波 (8-413) 的 实 
条 件 表明 不 存在 n 一 0 的 实 解 但 有 无 限 振幅 的 周期 解 (n 一 e). 


图 8-13 ”图 8-12 中 所 示 的 V 形 孤 波 的 图 8-14 ”一 个 无 孤 波 极限 的 椭圆 波 结 
第 二 种 类 型 的 椭圆 波 推广 (n = 0.999) 构 (8-413) 和 (8-412)(n = 0.4) 


对 (8-412) 的 情况 , cn 波 (8-413) 具有 稳定 的 对 称 真空 解 > 0|。,o 和 无 穷 振 幅 
周期 解 max($) 一 cl Aer 但 没有 孤 波 极限 , 图 8-13 和 图 8-14 显示 了 cn JE (8-413) 
的 两 个 典型 结构 . 

为 了 从 非 线 性 全 加 定理 8.5.10 得 到 一 些 显 式 解 , 这 里 给 出 一 个 具有 固定 参数 


u = —A-450 (8-414) 


的 例子 . 
例 8.5.4 在 参数 取 为 (8-414) 的 情况 下 , 从 定理 8.5.10 得 出 的 一 个 特 解 是 
tanh(Vi) + sn(V2, n) 


p= 1 + tanh(Vi)sn(Vo, ni (8-415) 
n 是 椭圆 函数 sn 的 模 ， 
Vi = fi(3r + 4y + 5t) + 12x — 9y, 
8 10 
Vo = fa(9z + 12y + 15t) +22 + Zy + t, (8-416) 


fi 和 fo HEIR T EE RC R EC. 

虽然 (8-415) 的 参数 是 取 定 的 , 但 由 于 任意 函数 A 和 fo 的 存在 , 仍然 具有 丰富 
的 结构 . 图 8-15~ 图 8-18 展示 了 + 上 = 0 时 刻 四 种 孤立 波 解 的 结构 , 对 应 的 函数 和 模 
分 别 是 

fim [3 + (3x + 4y 十 543217, f2 = y (9x + 12y + 15t)? +5, n = 1; (8-417) 


fi = [3 + (3x + 4y + 50?] "7, f, = (Ox + 12y + 150? +5, n = 0.999; (8-418) 
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fi = V3+ (3x + Ay + 5t)?, f2 = 10tanh (9x + 12y + 15t), n = 0.5 (8-419) 


3/2 


fi = (3 + (3x + Ay + 5t)?) ^, fo = 10sin (9x + 12y + 15t), n = 0.5. (8-420) 


图 8-15 展示 了 一 个 特殊 的 扭 结 型 曲线 孤 波 结构 , 图 8-16~ 图 8-18 展示 了 三 种 曲线 
孤 波 与 周期 波 和 准 周期 波 的 相互 作用 . 


-25 2 


图 8-15 由 (8-415)~(8-417) 表 示 的 所 Æ 8-16 (8-415)~(8-416) 和 (8-418) 表 小 
结 型 曲线 抓 波 的 具有 MI El 5) dH E AT, 


图 8-17 (8-A15)—(8-416) &1(8-419) € 图 8-18 (8-415) (8-416) K1(8-420) -KKS 
示 的 曲线 孤 波 和 准 周 期 波 相 互 作用 解 -个 曲线 扳 波 和 周期 波 的 复杂 相互 作用 


本 节 给 出 的 方法 和 结果 可 以 应 用 到 许多 其 他 非 线 性 物理 模型 , 特别 是 非 线性 
Klein-Gordon 型 方程 和 其 他 相对 论 性 方程 . 
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附录 A 偏 微分 方程 组 (5-185) 


To = (fu, Bu)uu? + (f.B)uus, (A.1) 
T: = (fus Au. Ju, (4.2) 
T2 = (fu. A)u + [(fu Au. )u + (fus Au)u, äis 

十 (ju Buz Ju, + fuAu,, (A.3) 
13 = fusus A 3fu, Au., (A.4) 
T4 = (fu. Au)uuz + (fu, Bu. )u + (fu, Bu)u, + LU Alte 

*(fuB)u, + fu. Bu, (A.5) 
Ts = (2fus Au + fuus A)us + fu A + fu, Buz» (A.6) 
Pa DEA,  i=0,1,---,5, (A.7) 
G1 = PNP — Ba, (A.8) 
G2 = -Futz — Fau, + FF, + PNP, (A.9) 
G3 = —3F; + F2 — Fau,, (A.10) 
G4 = F5F5 — Fouuz + FsFa — Fav,, (A.11) 
Gs = —Fs,, + 2F3F; — Fyuus — 2F>, (A.12) 
Ge = —Fauuz + F3Fo + F5F4 — Fou., (A.13) 
Ge = F — F; — Foudz, (A.14) 
Gs = F; Fy — Fouus. (A.15) 


借助 上 述 标记 ，(5-185) 中 的 hi (i = 1,2,… ,12) 可 表 为 


hı = —9 F3 Au, + 2AG3 + 9 (A.16) 


ho = (124 — 2F3A,, — Fsu A)uz 一 7F54 十 44, 
+3Bu,u, 十 Fu, A + AGs, (A.17) 
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h3 = (5G3 + F3u, — AF2 — Fi)A,, — 3FsAu,u, + 10A, uzu, 
+(Fiu, + 4G1 + G3u, — 2FAP3)A, (A.18) 


ha = AGsu, + (Fsu, — AF? — 8F3Fs + 5Gs)A,, + DP — F2)B,, 

+(G3uA + 24Auu,u.)us + (4G3 + 6F1 + Fzu, — 3F2)Auuz 

—4F; Auu, — 2FsAu + (Fou, — FyFs — 3FAF5 + 3G2 + F44)A 

+(F3u, + Gs) Bu, + 6Bususus + (22 — 5F3uz)Auu,, (A.19) 
hs = (Bus, — 6FsAu)Fs — TF5 Auu, + AGsu + Fu, Bu + 12Buu,u, 

+(Fsu, 十 4G5 + 4F2)Au 十 164uu]juz + (18Avuu, — 2Fs Ayu )u? 

+10 Buu, + (Gs + PIB, — (TF4 + AF2 + 5G7)Au, + Fau B 

—(2F5A + 3A, + Buu, )Fs + (Fs, — 2F; F3 + 2F2)Bu, 

+(Fsu + 2G4 + Gru, + Fau, LA. (A.20) 
he=4Auuuu3 + (FsBuu — AË Auu + 6Buuu, )u? + [4AuG7 

+Fsu, Bu — Es Ban, + AGz, + 4Buu + (2F4 — 3F2)A.d]u; 

+(Bu, — F5A)F4 — 10A,, Fo + (Fou, + FoF; + Gg)A 

+B,, (G7 — F2) + FsuB, (A.21) 
hz = Au, u, usu, + A(Giu, — FT) — (TAusu, + AG3 + AFSA,,)F 

+(Aususus + AG1)Fs + Au, (Fiu, + 561), | (A.22) 
hs = [4Auusuzus + 3F5Auu,u, — (3F5A, + 10Auu,)Fı + AG, 

` He, EAÄEHlLäelhte — (4FsA,, E Bä a, E 12 A. Ba, Bu, 

—(4Au + 5F2A + By,u, + F3Bu, + 4F5Au,)Fi + (Fou, 十 5G2)4 

+(3Auu, + Bann, + AG2)F3 + (Au usu, + AGi)Fs + Bu, Gi 

#Bu,uzuzu, + (Gu, — G5F + Fiu)A + Bänn, gn (A.23) 
ho =3(2Auuusus — Fi Auu + FzAuuu, Juz + [(2Buu, — 3F5A«)F 

—3(Fz Au + 4Avu, ) Fz + (3Auu + 3Buu,u, ) F3 + (4G2 + F24,) A. 

+Fiu, Bu + AGou + 12Avuu, + 3F5Auu u, + 4Buv, uu, ]uz + 3Auu 

+(2B, — AG, — Fs Bu, — AF4A)F, + (Fo, + Gau, — 2F2)A 

—(F3B,, + 2B, u, + 4Fs Au, -- 5A, + AG5)Fz + (Ga + Fou, )Bu. 

+(AG4 + 3Buu, — AF4A,,)F3 — (9Av,u, + AG3)Fa Last, He 

LU Aan, + Bususus + AG2)Fs + (Fau, + 5G4)Au, + FiuB, (A.24) 


. 354 . 附录 Ao 偏 微 分 方程 组 (5-185) 


hio = (54u, + F5A)G6 + (AAuuuu, + ER Ans u? + (3F Buu + 6Auuu 
+3Fs Auuu, + 3F3 Buuu, — 4F2 Ayu + 6Buuu,u, Uz 
十 [3(4u + Buu,u, — AuF2)Fs — (14Avu, + 3FsAu)Fa + A Ae 
+3F3Buu + 12Buuu, + Fou, Bu + (4G4 + Fau, )Auļuz 
—(3F2A + 6A, + AGs + FsBu, + 3Bu„u, + 4Fs Au, )Fa 
—(10Au,u, + 3F1A + AG3 + 4FzAu,)Fo + (Fiu, + G4), 
+(3Buu, + AG4 — Bu, Fo)Fs + (Fay — G7F2 + Geu,)A 
+3Buu + Fu, Au, + Fa B + F3B,, (A.25) 


hii = Auuuutiz + (Fs5Auuu + 4Buuuu, + EN Baan ju? + (6Buuu 

— BEN Ayu + 2FzBuu + 3Fs Buuu, )u2 + [Fav, Bu + AGeu 

—(2B,u, + 3F5A4)FA4 — (GES Aa + 16Auu,) Fh + 2P Buu 

Fou, Aujuz — (Fs Bu, + AGz)F4 + (54u, + F3 A)Gs 

一 [4B uv + A(Gs + 2F5) + Fz Bu, + 4FsAu, + 7TA] Fo 

+(Fou + Gau, — F2)A + (FSA + 4Ayuz + B,,)Gg 

+Fou, Bu, + FA4B, (A.26) 
hi2 = Buuuutuz + Fs Banz — (6Auu Fo — FaBuu)uz + (AGsu 

—4Buu, Fo — 3F5 Au Fo + Fou, Bu + AA Gg)u, + Fou B 

—(F4A + F5 Bu, + AG7 + Bu)Fo + (FSA + Bu, In, (A.27) 


附录 B 偏 微 分 方程 组 (5-262) 


关于 A, B 和 f 的 h 的 表达 式 非常 复杂 ， 为 简短 起 见 ， 引 进 函 数 gi 并 定义 


其 为 

go = (In ha gı = Au + f, fov Av, (B.1) 
ga = Las A + 3fuAo + fus) f, ` (B.2) 
93 = f; (A + Av) fuv + (Au + Bu) fov + fus] 

By 十 24 + Au, (B.3) 
ga = (fuv + fu + fv A), (B.4) 
gs = By 2A, + fo (fuu + fuvA + fuA), (B.5) 
ge = f» (vA, + Buv)fu + (v? A, t (vB)v)fuv + Buv fvi] 

+(B + 20B, +v? A), (B.6) 
97 = v Buu + fo "ol EB + VfuvBul, (B.7) 
ga = —gıv + 9091; 99 = 9491 — Jiu — 93v + 9093, (B.8) 
ga = —92v + 9092 — 391, 911 = 90 — gov, (B.9) 
912 = 9096 + 9493 — 93u — 96v; (B.10) 
gi3 = 9492 — 29s 一 9g2u — 950 + 9095; (B.11) 
g14 = —gou — 94v — 92 + 29490; (B.12) 
915 = —96 — J5u 十 9495; gie = 一 95 十 94 — 94u: (B.13) 
917 = 9496 — Jeu 十 gog7 — 970, 918 = 9497 — 9T7u- (B.14) 


普 助 记号 gi hi 的 详细 表达 式 可 简化 为 


hi = 一 (49497 — 5g18) Àu + (gi8u — 9597 一 97916 + 94918) A 
+BS uuu + 94 Buuuu + (918 — 94g7) Bu + (grv — 97) Bu 
+(B — gie)gru — (gis + 2916« + ge + 1042, + 5Buv)g7 
+95 Bvvv + 96 Buu 十 95918 + 94918u + Gig (B.15) 
h2 = (5917 — 49097 — 4949e + 91v) Au + (917 — 9496 — 9097) Bv 
+(5Buuuuv + 94 Auuuu 十 goBuuuu) — (59497 — 6918) Av 
+(gsAvvv + AgaBuuuv + 10Buuuu + g2 Basel" + A 


uuuutu 


附录 B 偏 微 分 方程 组 (5-262) 


+(gi7uu — 9ge Auu + 6g4Bvvv + 395 Buuv + 293Buu)” 

十 (94 + A)gisu + (Bu — 916)970 + (B — 916)96u + Bugev 
+(A— gi4)g7ru 十 (944 十 9g5)917 + (go + 1)g18u + 2918uv 
—[(g2 + g14)A + 2g914u + 25Auv + 11A, + 5B, + 2g 

十 913 + 2g16v]gz + (goA + 92)918 + (ga 十 4)gl7u + 395 Buu 
—(gis + Age + 3Buv + gsA + 2g16u + ge)ge, 


hs 二 9g17w 十 (ga T A)(gi7v T g12u) 十 (DA uuuv T DM eius!" 


t (10Auuuu + Aga ÁAuuuv + 92Avvv 十 10Buuuoo + 4go Buuuv)? 
十 (391 Buu + 30Buuuv + g12uu 十 69oBuuo + 392 Buuv 

+6g4Ávvv 十 3g54uuv — 8gsAuu 十 694Buuvo) — 914970 

(6917 — 59496 — 59097 + 970)Av + (Bv — g16)96v + g18vv 
+(A — gi4)geu + (5g12 — 49096 — 4939ga) Áu + (gvru + 918»)90 
+(g12 — 9096 — 9394)Bv + (go.À + 92)917 — (92A + 393 十 913 
+2914u + 10A, + Agi4 十 234uu 十 4Buv + 2g16/)96 

—(2g16u + Agie + Buv — Bu + g5A + 915)gs + (B — 916)93u 

一 (391 + 29140 + 15Avv 十 4911 + 2giiu + g10)97 + 96v Au 
+(3Auu + g12 + 3Buvv + 3Buv)gs + 3g2Buu + 15Bvvv 

t(Agi2 + 3Buu + 12Buuv)ga + g3v Bu — 91197u  2917uv; 
(AgoAuuuv 十 104uuuvo) + (Jouu + 6ga Anen + 690 Bann 
+10Buuvvv + 3g92 Auuv + 30Auuuv + 6g0 Aan — Tgi Auu)” 
+(B, — 9g16)gav + (ga + A)g12v + (99 — 9093 — 9194) Bv 

+(goA + 1 + g2)912 十 (94 十 A)gou + 15Buuv 十 30Buuw 

(599 — 49093 一 49491 — 99s + 93.) Àu + (Av — 914)96v 

十 (6912 — 59096 — 59493) Av 十 (395 — 79a) Auv + 3(g2 + g4) Àuu 
+(g912u + 12Buuv + 917v + 3Buu)go + (3Auvw + g9 + Buvv)g5 
+(2Bu — 496 — gs A — 2g16u + Buv — 915 — Agie)g1 十 154vov 
—(2g11u + 2g14v + g10 + Agii 十 144uu)g6 — (970 + 96u)g11 
+(3Buvv 十 3Buu — Ag3)g2 + 2g12u» — 91493u — J1691u — 297911v 
一 (293 + Ágia 十 3Buu + g13 十 2gl4u + 2916v)93 + 91. Bu + Jiu B 
+(12Auuv + 6Buvvo + Ago + 4Buvvv)ga + gizvv + J3u Á, 


(B.16) 


(B.17) 


(B.18) 


附录 B ” 偏 微 分 方程 组 (5-262) .357 - 


hs = (gauu + 10Auuvvv 十 6go4uuuo)2 + (Bv — 916)910 十 (gs — 9091) Bv 

-F(5gs — 49091 十 glv)4u  (gav + 699 — 59194 — 99ogs) Av 

+(g4 + A)gov + (g4 + A)gsu — (2g14u + Agi4 + 19Auv + 593 

+g2A + 2Buv + 913 + 29160 + 8Au)g1 — (960 + 93u)g11 

—(29140 + 13Avv + 910 + Agii + 2911u)93 + (98 + Avvv)gs 

F(gou + 4Buvvv + 12Auuv + 9120 + 6Buvu + 3Avu + Ago)go 

+(3Auvv + go + Bue + 3Auv)g2 — (g3v 十 glu)914 十 304uuun 

+(6Auvv + Buvvu 十 44uovo + Ags)g4 — 296911» + 299uv + Jiu À 

+g9u + 10Buvvv + 91200 + 15Auuv + SBuvvvu, (B.19) 
be = (giv + Dës — 5gog1) Av — (ga 十 glu)gll + (94 + A)9sv — 293911v 

—(Ag11 二 124uu + 391 + 2g11u + g10 + 2914v)91 + Jsu + g2vv 

-F(gov + Jsu + 4Áuvvv + 6Auww + Buuuu)go + (goA + g2)g8 — 91491v 

十 54uuovo + 298uv 十 g24uuo + Jl Agen 十 ga4uooo + Buvvvv, (B.20) 
h7 = goAvvvv + Augen — 291911v — 911910 + gauvu + 098v; (B.21) 
hg — 5A uuu + LA Aen + 10Buuuo) + (5915 + 296 — 49495) Au 

+(gisuu + 6g4Buuv 十 10Buuu 一 7g54uu 十 g2Buu) + gis 

十 (g6 — 9495 + 915) Bv — (2g16u + 2Buv + Agie + 95A + 96)gs 

+(2g0u — 15A, + g2 — 2914 + Ago)gz + (4Buu 十 4915)94 + gsuB 

-F(ga + A)gisu + (ga + A)g1v — 91695u + gs5v Bu + 2917u 十 gog7u 

+g7u + ITWA — 91696; (B.22) 
ho = (Ago Aves + 3O0Auuuv)” + (ga + A)gisv + (Ago — 3gi4 + 290u)96 

HBOBuuvu — 692Auu + g13uu + 6goBuuv + 18g4Auuv 十 404uoo) 

-F(gia — 9095 + 293 — 9492) Bv + (Bv — 916)9sv 十 (94 + A)g1au 

十 (6915 — 59495 — 129e) Av + (493 — 49095 + 5913 — 49492) Àu 

— (16A, + 7À, + 292A + Agi4 + 2 + 2g3g14u + 2Bvv + 2916v)95 

十 (2gou — 4911)97 + (12Buvv + 10Buv + Agis + 16Auu 十 2g12)94 

(Bu — Agie — 2916u)92 + (Jsu + gev + 2912)A + (B — gi6)g2u 

+(gi5u + 4Buu + gr» + Ágis + 917 + 96u)90 + 10Buu + 39170 

十 gl5u 一 291693 + g2v Bu + 50Buuv + 2g15uv 一 91495u + 96u 

十 4gl2uv 95v Au, (B.23) 
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hio = (B, we 916)92v + 30Buvvv + (18g0 Auuy 十 604uvv 4 g10uu)" 


-F(ga + A)gi3v + (Av — g14)9sv + (691 + 5g10 — 4gog2) Au 

十 (6913 — 993 — 59095 — 59492) Àv + Lon — 9092 + 391) Bv 
+(Ags + 12Buvve gis, 十 164uu + gisv 42912 + gev 十 10Buw 
+g3u 十 Agi3)go — (29140 + 9Àv, + 3g1 + Agi + 2911u)95 
—(Agia4 + 2gi4u + 29160 十 Bu 二 144 + 92A + g3 + 6Au)g2 
+(3g9 + 24Auv, + 22Auv + 6Buww + Ag10)g4 + (A — g14)92u 
十 (2gou — 5911)9e + (399 + 930) A + (ga 十 4)giou + 40Buvv 
+(2g0u — 4914)93 + 59120 + g13u + 92v Áu + Jısvv — 391691 
+6g9u — g119su + 2g13uv 十 1104uuo + gau + 25Auu, 


hıı = (g4 十 4)9lov + (6g10 — 691 — 59gog2) Av + (Av — g14)92v 


—(6g3 + Aga + g5u + g2u)g11 — 209140 + Jiru + 91 + 4Avv)g2 
十 (491 + 3go + 24Auvv + Jiou 十 glv 十 6Buuu + 22Auv + HEI 
T Ágio + g13»)9o + (2gou — 5g14)g1 十 4(4 二 ga)gs + 50Auvvv 


t g10u + 7gov + 10Buvvu 十 gl3vuuo + 8g8u + 2910uv 十 gliv4 
+2g3g0v — 2g5911v + 10g4Ávvv 十 704uuo + Jiu, 

hi2 = (giv + 498 + giov + 10Avvv)go + (2gov — 7911)g 
—2929g11v + glovu — 91192» + 15Avvvv + 9g8v, 


haa = (30Auuv — g2uu)? — (A + g4)92u — (3A, + g4A + g16)92 
+(gsu + ge + 954)9o — 2(g14 + 6A, + 2gou)gs + 10 Buv 
+(12Auv + 3Bvv + 4Au + g13)94 + (95v + 913)A + 15Buvwv 
t2gisu + 20 Auu + g15v 十 9g5u + 2912, 

hi4 — 12(go + 5) Aus + (3Buu + 293 + 4A, + 950 + g13)go 
-(2gou — 3g14 — 15A,)g2 + (19A, + 2g10 — 92v)94 
十 2(gou — 2911)9s + 75 Aus + 4g10u — 292uv + 699 
十 15Buuu + 39130 十 24910， 

his=5(9Av + g10)v + (3g1 + 2g10 + 15Avv)go — 92vv 
+(2gov — 5911)92 + 12gs, 


hae 一 154 — 920 + 2910 + 9092, 


(B.24) 


(B.25) 


(B.26) 


(B.27) 


(B.28) 


(B.29) 
(B.30) 
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hiz = Lon Bun — 4gaAuu + g16uu + 10Buuv)? + (A — ga)gieu 
+10A3,, 十 (395 — 494 十 5916)4u + (95 + 916 — 91) Bv 
—(Buv + ge + 95A)ga 十 (915 + ge)A + 29097 + 5Buu 
—gi6g4u + gav Bu + gauB + gro + 917 + 2gisu, 


hig (g14uu = 3go AA T 404.4)? 十 (495 = 5g2 十 6g16) Av + 20B.vv 
+(5g14 — 8g4go + 3g2) Áu + (A — g4)(gi4u + g16v) + 15Buwv 
十 (92 + g14 — 29490)Bv + (Buv — gi6u — 95 À + ge + Bu)go 
+(1 — g16)gou + (Bo — g16)gav + (913 + 293) A + 2gisv + 916u 
—(Bvv + Ago + 4Au + 293 + 9Auv)ga + (A — g14)94u + 2912 
+gov Bu + 2g16uv + 2g13u 十 gau4u 十 354 十 ge. B, 

hio = (5911 — 496) Au + (A — ga)(guiu + 9140) + (By — 916 + Au)gov 
(Aga + 6g14 + gav — 10gago) Ae + (911 — 96) Bv + 2g10u + 93v 
—(g1au + g16v + 3A, + Ag2)go + 3(A — g4)g1 + (A — g14)90u 
十 (45 一 Tgo)Áuv — 91194u + 90 Aus, + 10Buuu + gi6vo 十 gl。 
c-2g1av 十 gl4u 一 91494v + 3go — 594Avv + Agro + 2914uv; 

h2 = (Ay — g14)gov + (A — ga)giiv + (6911 — 592) A» + 2g11uv 
—(giiu + giav T 4A, F g1)9o EE (gou + gav)91i T 20A, 
2910» + Jitu + gl4auu + Jiv + 498, 

bo = glluv — 91190v — 90g11v; 

h22 = (ga — A) (gou — 914) — (92 + 5Av)9a + (gav — 92) A + 916v 
-F (gau T 295 — Ha" 3Au)go ES Ge 十 DÉI? 十 IA. 十 3913 
+10B,, 4Agou 十 AER 十 2914u 十 g5v: 

h23 = (2gou + gav + 92 — 8Àv — 2g14)9o + 2(A — g4)g11 + 4giiu 
—29ouv — 392v 十 39140 十 949ou + DU A. + 6910, 


bau = 5giiv — 90vv — 391190 十 29090v, 
h25 = aap Ge z fovvo fe); 


hae = g14 — 292 + 10A, — 2gou + 9490 + gáv. 


: 359 - 


(B.31) 


(B.32) 


(B.33) 


GEI 


(B.35) 


(B.36) 


(B.37) 
(B.38) 
(B.39) 


(B.40) 


附录 CC 偶 微 分 方程 组 (5-280) 


以 下 简 记 f Së f(u, uz), A 一 A(u, ua) 和 B = B(u, uz, ut), f; A, B 的 下 标 1,2,3 
分 别 代 表 它 们 对 u, ur, uc 的 偏 导 数 ， 


TEE ZE 


— 3f22A2 + 3f2A22 = 0, (C.1) 
h2 = éi PERSE) 十 23 KP VA Uz 一 (an 十 Bh) 4 
+2fi2A 一 ans 十 (2B33.A c 2A + B22) f2 = 0, (C.2) 


2 4 2A u> AB 
h3 = | Sawa — Heid + (Banu, 一 一 一 一 2: f2 


tf2Bis + 2Af11) ui + 2B13 Af2u; + f3BBos = 0, (C.3) 


ha = Afo B223 = 0, (C.4) 


(2f22f12 — fi22 f2) A2 +f q 2/2 (2f22f12 — fiz2/2)? 
一 -一 一 十 用 十 一 一 一 一 一 一 
f2A f2 


?Bas — 2 A 
pd E LE B33 Tun fi2f2) A2 + foBags 


NIE 3f1f222 + Af» fi2 


Si ` E c + 3fi22 + f22B33 = 0, (C.5) 
A2? f22 KE fo»? m. 5 f22 À f222 
= -—— -| “fh + = ]A 一 一 一 
he A f2 f zs $ 
Afa A 
+A222f2 — f22A22 — A f2222 一 x = 0, (C.6) 
2 


_ [3fi2Afa22 _ 4i4z ,. fz (Aifo + fi2A) A2 
hr = ELE t (Aa = E "` ` Sage 


4j22 A 2A 
—2A42f1» 一 Ze 十 (4s t - f22 — Afim ut 
2 


+2f2B23A2 + B223A f2 + f2B223 B + fo2 B23A = 0, (C.7) 


附录 C 偏 微分 方程 组 (5-280) 


i { T m _ 2f112A1 n Afi»? + 8f12f22f11 
gi f2A A h 


24 
十 3 万 112 十 (Hah — 6fi22f11 — Tfuzfi2 — 2 fin f22 


一 一 一 


2 

vn UN A 2s m SC dE 

(haifi t 3oAfua - Afia A) Ko Sei 
f2? A : f2 


2 
十 2 
十 nft — 3B23f11 一 fari, + 2Bisfi2 


B4A 2A1B 
十 2 十 ( zm 十 2B) fal Uz + WA ut 


3A; bai 十 54 
a bs el — Au fı2 — Abu — 2f112A1 


AA fio Bifis+ foBun} A 
f2 A 
和 
tBufa — fi2B12 + Behe "ës taf fis 


4A1fi2 十 34 dÉ? 
= (An — 人 T 2:2 h 十 3 fi122 Di Se 3Afi1i 
2 


B B)A 
—fii2B2] uz” + Di 一 ASTI + (2Bı33B + 2B1ı 


B 十 24 — 5 fə B 
+2B3Bı3 + 2Ba3 B1) f2 + efie EIAN Mefus — fıBı2 


A 2fi2A 3B fi? + 2f B fz 
dE? hz ) A? - fuBi + 6Bi fiz - 万 2 hi A TM 
ja fo f2 
43fu B — 2Bhafi 


zx D, 
f 


(C.8) 


Aum _ 2(4f12Af122 — fi2Aifo + 2f112f22A) 
A f2A 


. 362 . 附录 C 偏 微 分 方程 组 (5-280) 


4 + 2f Bia3A — Ai Bg; 
" f22 Um fiz ua 133 一 Gar 6f 
2 


8 ii 2 

+ 人 Se, x 2 fifi - 2fofu 4, Ab: ul 

2 (- faAifz2 + 3f2Afi22 — 4f22f12A) e 4f22Bsf1 
f2? A f2 


2f2B13A 
4 E t 2Bi23f2 — 2 f12B23 + 2B13f22 + 2B3 f122 


_ Afz2Bafi2 
fa 


T4Bs fi» = 0, (C.9) 


| us — 2f1B23 + (2B13 + 2B3 B33 + Ba33 B) f2 


— (2f22- fazafo?) As 41223 5f222f22 — 

CUBA ^o + f2222 一 "E =0, (C.10) 

Ban CS — fiz2f2) A2 ` KE H Ai 
ve RA fo A 


— 2fz2 (5Afi22 — Aif22) P" fefe SE 8 f25^ B3 f222 
RA f? i f2 


2 fo Boz Å 
Mere: + f2B333A + 2B223 f? = 0, (C.11) 


hio 


) f222 + 3f1222 


his 13 2f122A)  10fi2Afi22 — Afi2Aif22 + 5fii2f22A 
12 — fi122 - EGRE A en 


fuz 59 ans 2 [ree 
d A FSdlder eg | + 


B A 2A 
jana + Bafi22 + 2B123f2 + (- ufa 2 ha) Bas} Ut 


Au ba Aifi2 Ma^) 124 fa» fi? 
p-a UB. AA 
( A p fii2 F, 2 p 


5 4 
+Ai12f2 — 3A12fi2 7 3Afii22 — fiz241 + ES 


(A1f22 + 10Afi22)fi2].— 2 II 5f12 
DUE "ERE Ju. 十 A 十 F 


2 fəa B B B 
-3an = Zaja 一 es As + foo Blo 一 ER T B22) fi2 


) h—6fu 


附录 C ” 偏 微 分 方程 组 (5-280) 


UASILI 十 44 — 5 fa” B 
än + D el es Sfo s 


—A T 6A 12 4 
" EI | Aa f fahz ) fi - 6Afua 
f2 f2 
+ (2B122 + 2B33A1 + 2B133A + 2A11) f2 + Phas! Uz 


(Bif? — fA+Bofifo+Bfizfo) A2 2f? Afo 
RA f 
2f19A — 4 faz B 
AB» fi» + 3B fi22 + LA 一 Bz + Mg h 
c-(2B33 B5 + 2B533B + 3B12 + 2B3 B23) f2 + f22B1 
|. SfoaB fia 
f2 


4 -3 AuA- A? 
ma={ - fida + fifi fufe 4,4 11 i Cr, 


= 0, 


Ai bai 4 7A 2 f25A 6A 
CH 


AnA Ana 4fi2A (fi? +2 
pa i Ir MP NY ZE fiz A GI, 
2 


Bis Afio + [2Bi5 Ai + Bii3A] f2} uz? + uz f RE 
2 


A? Afi? | -2AÀfufoo - 257A 
+ (As - S EC HEN EE fi + f22B11 


4 An P 
十 E s 十 fia) B3 + 2Biizf2 — ha — 2B»fu 


B 
+3f1i22B1 十 LS 一 fn) A1 — fii Bas A + fii Bo 


45 — ut 


t (2B153 B + 2B13 B2) f2 + (fi2B + 2f2B1) B23 + f22B43B 


B4A 
Bis Afi) 十 ET 十 ( 4 Te Bs) IER SN e) 


T (hc — buadn bi +44h23 busbs- Ahe) 3 
一 一 


Af; f2 


: 363- 


(C.12) 


364 - 附录 C — 偏 微分 方程 组 (5-280) 


5Bfi; BauA— BIA 
+ [aBa a A y BUAS EE EE CH 
fo A 
2B AB BA 
utn AB) p (n a BA) pafu 
+B (foBis 4 fi Boa) es 0, (C.13) 


—|(_24nf2 _ 3fzfi2 ` _ Aifa 12j22 Ab: 
hi = ( F + fh 3f122 4 As SE 


IM — 2fi2A22 — 3A fi222 — f22A12 


fo 


B A B 
+ LZ 一 P 十 d f2—3fi2— e d A» — 3Afi22 


3f1A 4 2B» fo 6f22 f12A — 4B» f2?? 
十 一 一 NA er M A 
f2 f2 


+ (2B233 A + 3412) f2 = 0, (C.14) 


SE f12A2” 
222 4 


hA? 
A 


十 A Us + f2B222 — 


fit 


GA foo” 
f222 — (än 十 zx ) 
2 


his = 2f2B223 = 0, (C.15) 


2 2 
his = | I(- 人 一 312 + (oi SE ) A2 一 ^ fa 


3A fii f222 
f» 


一 4l2 甩 2 ~ 3A f1122 + + fi22A1 — 3ÀA22fi 


241 


2A 4f22A dé 
+ (24n2- Y ) fe fa - fo2A(f11f22 + 2/127) 


f? 


| ue + fo2B13A 


244f12» — f22A1)fi2 + 4Af112f22 
fo 


+2( B1342 + Bi23A)f2 + (2A1f2+ Jia4) Bas buz 


Baz A Au" 2 f22 (—2fi2B2 + A 
«(As - 2A e Bin ln DS pus fu) 


= (5 3. 13 Aa — (A1 + Ba3 A + Boo) f12 


B313A — BA 2 
4 [22 (B12 S 24:1) | 2B2 ban + (4: 8 es) ^| 3 
2 


附录 C 偏 微分 方程 组 (5-280) . 365 . 


t (Bi3A + B2»3 B) fo+ 3A - 2Bo fo + fo3 B) B23 = 0, (C.16) 


3A fii 2A 3A 
— Ke fatis dires c 


4A : TECH AB 
—2fin Ai — DAS 十 | d " te 215 
4 24 
+3fu2Bı — Baba - 2Biofu + (25 E e) f 
fa f2 
-2 B+ hue Sa tafu AI i 


tfoBiu 十 
f2 111 h 


Au D , 
fia 十 Bia B fio + (Bu; D 十 2Bia3 B1) hj us? 


fu An :|-2fpAifu + 2fhi2Afin + 3Afi12f11 
+ | 一 一 -一 ——————————————ctfhuu 


A Af» 


4 2 B>A) B 
pa) (=£ „Bh Bu) SE? fu u? 


fe” A fa 
B (Aı f2 + Bas Af2 + 5f12A 
t [Bf +32: pa — 1B Mf * BssAfa +5fi2A) 
Afr 
BIA 2f12B 
+ (Bu - 28 - ^ Ja w+ Bi3Bfı fuo =0, (C.17) 
2 


his — ëch 一 (学 十 ha) 2 ue + f2B53A = 0. (C.18) 


c 

O 〇 

J 

(o 

E 

UM 

O 〇 

4 Cl 四 

c r3 On 

一 O N 
加 N 

seng E LO) 

(5 L3 ~ 

o O rd 

OC ll = 

c oO Ich 

oH I I oOo fe fe 

OQ rarrrru 

ca III EI EI 


000006119564 


D X [] 


=6 1 


do?ki d 


cn/DrsPath. 


// www.yiyaows. 


url http: 


um D" 
NY 四 
C U 
laa, 
o Il ce 
E oc 
o dd o 
C Oo CN 
v oo ll 
WH 
wm ei E 
5 oo .— 
cj oo 由 
O Cd D 
m ci Lë 
r- JI sr 
(m Ow 
N-O 
Maen 
No 
m Oo «o 
rA un m 
m I o 
St o CH 
moo 
CO Com 
mM mu 
O Qin 
M c mn 
Hao 
(o ll = 
o Eo 
O Sq 
(N C «o 
O Qn 
N Om 
O m r- 
N Om 
Q um 
n. do 
O 200 
rn xm 


6 
f 
0 


08&eti me-2012-11-28&template-bookdsri&first 


drs-http993A9692 F 9092 F book.duxi u. 


com9?e2F bookDetai 


956497026d993D4 85 C6 


